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AVERTISSEMENT. 

îE quatrième volume d'Opi^^uî», &^ le ciitr 
jquiéme qui doic le fuivr^ immédiatement ^ 9ç 
quf efi déjà ibus preflê ,, {ont defUnés à t&sor 
plir rengagement que j-'ai contra<5lé avec le 
Ftt&lîc dans rAvertiuêment (|ui eft à la tête da 
tfoiiiéme volume. Tai annoncé dans cet Avêfr 
jUflémeftt f liifieurs Mémoires fur diâ^ren& ùs*' 
|et$ , qui dSs-lors étoient pour la plupart en état 
de paroltre. Ce font ces Mémoires qui c9m->> 
poferont la plus grande partie des. deux aou^ 
Ifeaux volumesiv ^ 

Dans le fécond Mémoire du Tonte premier 
cTe mes Ofupides^ qui a paru ea 17619 jfavof$^ 
donné ( page 5^ ^ lu» Êsrmuj^s néccflàirÊs pour 
déterminer fes ^ts' naturels- de rocatioA d-uti 
corps de; figure quelconque » c'eÂ^àrdire, loi 
Axes antour defî^^cls il peut fiDurnec en con» 
£brvant un mouvement uniforme. Le premier 
ikémDire de c^ Vûlumé-ci>; cbnïpofë en griMide 



vj AVE RTJS s E MENT. 
partie dès Tannée 1752, eft deftinéàfairevôireh 
détail comment on déduit de ces formules > par 
un calcul très-fecile , la pofition des axes ; d*où 
il efl aifé de voir que ma Iblution de ce pro- 
blême ell abfolument indépendante de celles 
qui l'ont précédée , puisqu'elle n eft. qu'un dé- 
veloppement très-fimple de formules publiées 
il y à plus de fix ans. Qn trouvera d'ailleurs 
dans ce premier Mémoire plufleurs remarques 
relatives aux Axes de rotation , & qui , fi je né 
tne trompe > n'avoient point encore été faites. 
Je croyois au refte , quand le Mémoire a été 
compofé , 6c même imprimé , que M. Euler le 
£ls avoit donné la première folution Cuv les Axes 
<lont il s'agit ; mais j'ai vu depuis peu , par 
ia Préface Ça) de l'Ouvrage de M. Euler le 
peré, qui a pour titre :,TheoTia motàscoTfOTumj, 
6'c. imprimé à Roftoch ,en 17^5 > que la prer- 
miere folution de ce problême eft due à M; le 
Profefïèur Segner. Quoi qu'il en foit , on con- 
vient dans la Préface de ce fàvant Traité , que 
dans mes Recherches fur là ^réctffioh des Equi^ 
noxes , imprimées en 1749 9 on trouve tous les 
principes néceflaires pour déterminer en génè- 
re a; Cette Pcéfàce eft de M. le ProfefTeur Karfteal Editeur de 
rOavrag;. • _ • 
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rai les loix du mouvement d'un corps de figure 
quelconque > & je crois qu'en conféquence de 
cet aveu , on auroit pu me rendre fur ce der- 
nier problème 9 la même juftice qu'on veut bien 
îne rendre dîins cette Préface fur le problème 
de la Préceffion des Equinoxes , dont on avoue 
que je ne partage la Solution avec perfonne. 

Il en eft de même , pour le dire en pafTant § 
de mon Principe de Dynamique 9 donné àl'Aca- 
dëmie dès 174a ; Principe dont un grand nom- 
bre de Mathématiciens ont depuis fait tant d'ufa* 
ge» & que d'autres ont tâchée mais en vain> 
de s'approprier en le défigurant. On peut voir 
£tr ce lùjet un écrit imprimé dans le Mercure 
de Juin 1765 , de dans le Journal Encyclopé- 
dique du premier Mai de la même année > Sc 
qui eft demeuré làns réplique. 
. Dans le fécond Mémoire de ce Volume ^ 
lidémoire qui eft de la même date que le pre- 
mier » je fais voir comment on peut parvenir ^ 
Sar le moyen des formules du Tome premier 
es Opufcidts f à déterminer les loix générales 
de la rotation d'un corps animé par des forces 
quelconques. J'en déduis aifément les loix que 
ces forces doivent avoir , & la figure dont te 
corps doit êcre^ pour que les équations fbienc 
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invégré>ies ; A }e donne éntf 'autres une tn^ 
thodt ^ik pour trouyef ie mouvement d'un 
corps de 6gure <|uel<:onque , qui n eft animé 
par aucune Force accélératrice ; problème que 
te célébra M. Euler n*a féCoia que par une ana-* 
lyfè très^compliqu^. Ma méthode eft fondée 
iîir une idéetrès^fimpie, dont fai fait part à quet 
ques habiles Mathématiciens , entr'autres à M« 
Bezoué^ qui a de ùm c^té, publié depuis petf 
pluiîeurs Recherches lùr la Rotation des corps ^ 
dans le quatrième volume de Con Cours de Ma- 
ihéMAti^Sy Ouvrage recommandable par lé 
lavoir de la clarté qui y régnent. . ' 

Le troisième Mémoire contient ées extraits 
de lettres for diifërens (ùjets; lettres dont le^ 
matériaux étoîent depuis long-temps dans me^ 
papiers. On verra dans ctt lettres quelques pa^ 
ïadoxes géométriques dignes de l'attention ae$ 
Mathématiciens ; des doutes , que je crois afle2 
bien fondés , fur la démonlRfration donnée par 
M. Nevton, de l'impolfibilité de la quadrature 
indéfinie du cercle ; & iùr-touc de nouvelle^ 
léâexions fur la théorie dés probabilités , ten- 
dantes à confirmer celles qiié j'ai déjà propo* 
fées dans mop dixième Mémoire (Tome H des 
OpufiuUs'j ^. dans le cinquième Volume de 

snei 
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mes Mélanges de Philofophie. Ces réflexions font 
fùivies d'un examen des calculs de M. Daniel, 
BernouUi relatifs à l'inoculation ; je fais voir 
dans les ré£iltats de ces calculs , des contra- 
dictions dont ce grand Géomètre fera peut-être 
étonné lui-même ; car dans la réponfe qu'il a 
ellàyé de faire à quelques-unes de mes premières 
objedlions ( Mém. de l'Acad. de 1760 ) y il 
m'exhorte avec une grande Supériorité à me met- 
tre au fait des matières que je traite;; peut-être 
mes nouvelles remarques lui prouveront- elles 
que j'ai profité de lès avis. Je ne fuis point 
fiirpris que ceux qui ont efîàyé de calculer les 
avantages de l'inoculation , peu exercés à l'ana- 
lyfe , fe foient mépris fur le véritable point de 
vôe de la quefiion ; mais je le fuis, qu'un homme 
tel que M. Daniel BernouUi , Coït tombé dans 
la même méprilè, & encore plus qu'il y perfide. 

Le quatrième Mémoire eft un fùpplément 
au troifiéme Volume des OpufcuUs , qui avoit 
pour objet la conftruélion des Lunettes Achro- 
matiques. Ce Mémoire eft l'extrait de mes nou- 
velles Recherches fur ce fujet, imprimées dans 
les Mémoires de l'Académie de 1764 & 17^^. 
On y trouvera les dimenfions de quelques ex- 
çellens. objeélifs , & plufieurs autres remar- 

0/>ufc, Mata, Tom, /A', b 
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ques curieuses pour la perfeâion de cette bran- 
che importante de l'Optique. 

Dans le cinquième Mémoire êc iks fùpplé- 
mens, compofés en partie dès 1762, en partie 
depuis , on trouvera de nouvelles réflexions fur 
la théorie des cordes vibrantes ; f ai tâché d'y 
prouver contre de très-grands Géomètres, que 
la fblution que f ai donnée de ce problême > 
ne s'étend qu'aux cas que faî indiqués , mais 
qu'elle s'étend abfolument à tous ces cas. Il 
me femble que M. Euler l'a trop étendue , & 
que M. Bemoulii Ta trop reftreinte» L'illuftre 
Aï. de la Grange , qui a traité ce problème par 
une très-fk vante analyse , & qui penfbic d'abord 
comme M* Euler, paroît eniùite être levena 
au fentiment de M.^ BernouUi; je défirerois fore 
que ce profond Mathématicien , qui ne m'a ja» 
mais combattu qu^avec les plus grands égards ^ 
& qui joint à àts talens fùpérieurs une modefr 
tie égale à (on mérite , pût approuver les rat- 
ions nouvelles qui m'ont déterminé à perliftet 
dans mon premier avis. 

Le fixité Mémoire renferme pîufîeurs rcr 
cherches intéreflàntes de calcul intégral; en- 
tr'autres la manière de trouver l'intégrale de 
certaines fonélions par des conditions données 
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<Je leurs différentielles ; le moyen de trouver 
dans les cas pofliblesy le fa<5leur qui doÎMnul- 
tiplier une équation différentielle pour la ren- 
dre intégrable ; & la démonflration qu'il exifle 
toujours un tel faéleur 9 démonftration que per- 
sonne, ce me {èmble, n'avott encore donnée; 
enfin la généralisation de plufleurs problêmes 
réfolus par M. £uler dans les Mémoires de Pe- 
terfbourg; l'intégration de quelques équations 
tlifl^rentielles du fécond ordre & des ordres 
plus élevés ; & la réduâion de quelques dif- 
férentlelles aux arcs de fèélions coniques. 

Le fèptiéme Mémoire efl encore deftiné à 
<de nouvelles réflexions fur le calcul des pro- 
babilités , occafionnées par les lettres que quel^ 
•ques fàvans Matliématiciens m'ont écrites fur 
ce fîijet. J'ofè me flatter que les Géomètres ne 
trouveront pas ces nouvelles idées indignes de 
leur attention. Elles font fuivies d'un nouvel 
examen des calculs de M.. Bernouiii fur l'ino* 
culation ; examen qui contient , ce me femble 9 
des recherches analytiques aflèz intéreflàntes. 

Dans le huitième Mémoire , qui renferme plu- 
Heurs écrits fur difFérehs fujets^ on pourra re- 
marquer principalement une démonilration ana- 
lytique finguliere du principe de la force d'iner- 
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tie , & un examen de la méthode dont quel- 
ques Aftronomes fe font fervis pour trouver 
Jâ hauteur méridienne & le moment des fol^ 
tices. 

Enfin le dernier Mémoire a pour objet des 
réflexions importantes fur le problème des trois 
corps , principalement fur la théorie de la Lune, 
& fur les dégrés de perfection qui manquent à 
cette théorie. J'ai tâché d'y indiquer ce qui 
refte encore à faire fur ce lujet , de propofèr 
différentes vues pour y parvenir , & de faire ap- 
percevoir les méprifes où il me femble que d'har 
biles Géomètres font tombés en réfblvant ce 
problême. Ces différens objets , que je ne fais 
ici qu effleurer , feront traités plus à fond dans 
le cinquième volume , qui fiiivra de près ce^ 
lui-cL 
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jRecherchcs fuT les Axes de Rotation d'un corps 
' ^^^«re quelconque^ qui nefi animé far au^ 
^ cunc force accélératrice. 

J 'ai donn^ ^ dans mes Opufcules Mcuhémadques y Tome 
premier;^ fécond Mémoire ^^ les équations néceflaires 
l^qur trouver ces Axes. Cette mênie queftion ayant été 
traitée depuis par d'habiles Géomètres^ à qui elle a fourni 
des vérités cilrieufes ^ j'ai cru qu on rie ferbit pas fâché 
de voir ici plus en détail ce qui réfulte de mes formules; 
Aux vérités découvertes par les Mathématiciens que je 
viens de défigner^ jen joiqidrai d autres que je crois 
nouvelles^ & djgnes de latfentipn des Sav.ans« 
Opufc. Math. Tom. /^ A 



i SUR LES AXES DE ROTATION 

1. Soit comme dans la Fig. i j Tome i de mes OpuA 
cules, C {Fig. 1. )le centre de gravité du corps, que 
je fuppofe de figure quelconque; Cp une ligne tirée 
dans Imtérieur du corps , & que je fuppofe Taxe de 
rotation; ZCE le plan de projeûion auquel on rap- 
porte le mouvement du corps ; CE' la perpendiculaire 
à ce plan ; C un point quelconque pris dans Vzxape une 
perpendicidaire au plan de projedion , enforte que le» 
lignes ECty ECyCp^pt foient toutes dans un mê- 
me plan perpendiculaire à ce plan de projeûion ; KCH 
un plan perpendiculaire à faxe Cp y enforte que ICC' 
foit dans le plan ECE' Cpe ; G un point ou particule 
quelconque du corps; Tangle KC'G^s^^\ GC*^=fi 

<5?s5=a;C^=^;ficparconféquentCC'=tf-r^î foient 
de plus, comme dans la Fig. i5 du même Ouvrage j^ 
ACB y CD y (Fig. 2.) deux lignes à angles droits, tiréesh 
à volonté dans le plan de projeâîon ECZ , enforte que 
langle iX^B =e. Nous avons fait voir dans le Mé- 
moire cité , ( Opu/c. Tom. i , pag, ^^. ) qu afin qu un 
corps eût un axe fixe de rotation, il falloit, i^ que 
cet axe paifôt par le centre de gravité : 2\ cpi'on eût 
açplus^Gfin.$(a— ^)«i>; Cc/jTC cof.$(a~*) 

2. Vomi déterminer par ces conditions la pofitîon dé 
Taxe, on fe rappellera, que fuivant lés ménoes recher- 
ches , fi on aj^Ue K langle que Taxe cherché &ie 
ftvec le plan de projeâîon, on aura: 

^ = (a— 5) fin* /Cn-^cof. I cof. K 
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^bs=s[(tf.~^) cof* IC— /*cof* 5 fin, i[3 X coC ^4-/ 
.fin. ^ fin* e 

t=j^fin. $ cof. e— C(a— ^) cof. iC— /coH ^ fin. 
|C] fin. ^. 

3. D'où Ton tire 

. f cqCP cof. IC - 

a — 5=—- — -^-- 1- 



fin. K fio. X- 

. ^ -, cof. Pcof. tf 9r cof. iC cof e ^ 

4. Par conféquent; 

/ cof. ^ =s= ( ^ fin. e — « cof. *) fin. JC + * co£ X/ 

y*fin. 1=»^ co^ «-h« fin. e. 

a — 3s= ( — ;^ fin. tfH-« cof. *) coC iC-+-* fin. K» 

5*. Donc fiibftituant ces valeuis dans les équations de 

ïart. i,7j<;fin.§(tf--^)=o àiffG co^l^a—h) 

<SB<9^ on aura ' 

i*. [fin. e cof. efG.uu — ^^-4-(cof. «* — fin. **) 
/t;«^]cof. K-^fin.< fin, KfGncw^ cof. *fin. K/Gicx, 

Donc fi le coefficient de coC K efi fuppofé dans cectç 
^équation ^^A^ 8c celui de fin. KsstB^ on aura 

eoC r "!~ "fl~* 

:^^ fin* jc coii a: c -* fin. e»yt?:t t-*- * ^w» * «©^ ^Z^** t 

•— cof. e^/Gu^l ^ fin. * (fm. K» — cof. K* >/<? ^ ^ H- 
cof.*(cof. a:»— fin. ^» )/<?*tt-^flji.Kcof. XyC^ir 
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6. Ayant multiplié la première de ce& équations ptf 
cof. e fm. K^ fie la féconde par fin. ^^ fie les ayante 
ajoutées enfemble^ il vient après les réductions 
.~ fin. eim.K cof. K/G :(,:;^ •+• co£ ^ fin. K cof. KJGu ^-f» 
fin. e cof. e cof. K*yG^a-hfin. K^fG^:^ — fin. <* 
cof. K^fG*jC7i-^^iti.e cof. K fin. KfGnc^_^=^a. . ^ 

?• Divifant par cof. iC* , mettant pour "^^ (a va^ 

leur -^•r'> & fuppofant 

fGuu.=z^ 

fGu:i=^IK 

fG^^^m 
on aura^ 

C fin. ^ (yfiB) — jttcof. tf. AS-^J^ûtu e: AB^^^y fîtw 
tf cof. e. B^-^ot fm. tf* 5* -H « /<* =ï=o. 

8» Donc puifque yf == (*— C ) fin, ^ cof. « •+- m ( coC 
f* — fin. e* ) fie 5=y fin. ^ -+■» cof. ^ ^ on aura 
^5-=y (* — C)fib.^*cof. ^-i-fiy fin. ^ cof, «*— f*y 
iîn. e^ 4- «(«-— C)fiin. < coil ^ -f:^f« cof. ^3 -f-f»f4fi% 
é^ cof. ^.r 

^fis=y»fîn. ^^»+-:ty« fin* e cof. i?-^«* coC ^^ 
A A = ( et— C) * fin; è^ cof. è* 4- a /u (et— G) fin. e coC 
€3 — 2 f4 (fli— C) fm. rf cof.'^'f-fiM côf,^ — 2fkiJiCo£.^ 
fin. ^*-irf«f4 fin. ^♦^ 

^. Soit donc C=yC(« — G) -♦^C«ff4-fr^fiA4y-**/y 
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(et — C)-+-J^«iCt-hy3 — ±yûê€à-^ 2 fim a. 
Z?=s2CMy'+-C«(ct — C) -— ^7 (« — C) H-fliMf*— • 

i? =:— Cjtiy •+- J^ fiy — • y* *+. MM ar; 

on aura une équation de cette forme , 

Cfin. e^ cof, e-hD fin* ^* coù «*4--E fin. ^4-Ffin^ 

e cof. ^3 = a. 

Cette équation , en divHanc par fin. â coC. e^^ & mettant 

pour ^ç^^ ' ia valeur tang. <, fe réduit à 

^ tang* ^î -+- C tang. ^* H- D tang*/-HF5=:o; 

10. Or comme cette équation eft du qroifîéme degré ^ 
iang. e aura au moins une racine réelle ^ donc e aura 
awfii i^n^ valeur réelle^ 6c par conféqi^t aufil tang. K 

ou J-. Donc il y aura au moins un axe poflible 

'de rotation, 

' 1 1. n >eft à remarquer que t n'éft pas langle que faft 
la ligne AB qu on a prife potu: fixe y avec la projeûion Ce 
*de l'axe de rotation du corps ; mais feulement le conts 
plément de cer angle , ce qui revient au même pour 
ia folution. Car oit a nommé-e langle x, CB, que fiut 
Ja ligne fixe jdB avec C:(^y àc cet angle eft le com- 
plément de Tangle B CE , que fait cette même ligne 
fixe avec la projeôion CE de Taxe de rotation. 

12. Comme féquation finale^ avant que Jêtre cfivî- 
fée par fiot c coil éi ^ coodent fiât ^ à tous- les teimesr. 
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on pourroit d'abord penfer quen faifant fin. ^sso^ ofl 
aura une des valeurs de fin. e ; d'où il s'enfidvroic que 
tout plan pafTant par le contre de gravité du corps j^ 
renfermeroit au moins un axe de rotation y puifquc la 
ligne AB qu on ^ fuppofée fixé dans le plan de pro-: 
)eâion^ a été prife à volonté fiir ce plan; £c que ce 
plan eft lui-même de pofidon arbitraire, 
. 1 j. Mais ^ en y regardant de plus près y on s'apper^ 
çoit que fin. e ne peut être s=so que dans certains cas 
particuliers ; en effet ^ pour poinroir fuppofèr en génér 
rai fin. e=^Of il eft nécefi^aire non-feulement que cette 
fuppofition s'accorde avec Téquadon finale ^ comme elle 
s'y accorde en effet, mais encore avec les deux équft« 
cions primitives de lart. ^ , d'où cette équation -finale 
éft tiréie ; or dans ces deux équations primitives de lartî^ 
de y , faiiknt fin. essa, &par conféquent cof, e» i ^ 
on. aura 

pcoHiC-t-difin. JC=o.^ 

«c^ct fin. K<:oU Kh-y {coÙ K*— finuXO-*-* fin- 
^cof. JC==p. 

Xi'où Ion voit qu'il devroît y avoir dans le cas de fin# 
ez=io , une certaine équation entre i^^Ps ^^ 7>* 5 làvoij 

•4- y>* — y ft* Œ= ; ce qui ne peut avoir, lieu que dans 
de« corps <i'une. certaine ^^t, '. 
. ji4."Powr plus de facilité dans le calcul^ foît «' l'an- 
gle AC^ que la ligne te AB fait avec la projeélioo 
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Ce de Taxe de rotation ; on aura tang* e = -r-^ 

& TéqUadon finale fera 

JE^+ C rang. <t'-+-i) tang* W^-^F taûg. *'5era. 

if. Piiifquil y % au moins (arc. lo») une des troîi 
valeurs de tang. t qui çft réelle ^ on peut fiippofer après 
I avoir trouvée y que Taxe de rotation tontbe fur la li*' 
gne même qu on a prife pour fixe > & dont la pofitioti 
leà arbtoaife y ainft que celle dû plan de prôyeûion» On 
f>eut donc fuppofar^ i^ «^cso> 6l par conféquiont fin; 
0tesz% ^ fy: cofî esss o; a^. fin. K^^oi donc à caufe 
làt cofin, es»o & fin. K^s^o^ on aura a^^o par la 
{)ifemiere des équations de f sut. ; } & par h même rair 
ion ia féconde écpiation'de Part» f donnera m^ssso. 

i6. Donc puisque /^^ s» o £c «^a:o > on aura E^=*so ^ 
ce qui réfulte d'ailleurs de ce que tang. a ts&o. Par la 
même raifon on aura i> =<>, Fsssq ^ 6q C««y 6 C«— C) 

17. La lùppofitiQn de Es=so, qu'on vient de voir être 
toujours pofiible^ 6c même néccfiaircment rélultante 
de tf=po^ & K^=^Oy donne ( en divifant Téquation 
H-C* tang. cJ'JhD tang. «'*•+- F tang. ct'J £=a par tang. 
^ ) réqutticm du &coiid dég)^ jP tang. y^f4-/> tattg; 
«f 4- C =« j ou tang. Cl' =ç: OQ. j puifqufi J> ^ F 
font Tun fie l'autre «b^ dans le cas de «9s»o^ 6c de 

18. Il eft de plus à remarquer que D fie /" étant ss o^ 
les deux valeurs de tang«.«' qui réfultent de l'équation 
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JP tang. *'*-+-!> tang. *'h-Cs=îo^ font chacune înfi- 
\iitSy àc quil ny en a aucune autre poiTible. 

ip. D'où Ton voit que fi Tuii des axes eft fur la ligne 
même AB qu on a ip^ik pour tixe , e eft-à-dire , fi ci^ s= a> 
£c X es: o ^ les autres axes feront tous dans un plan per* 
pendiculaire à cette Ëgne ou à cet axe*; puifque k pro- 
yeâiôn de tous ces axes donnera tang. a^c= m ou «^ 
«»*90^ 

; 20. Lorfque tang. afos 00 ^ on a cof. af^=ac ; donc 
alors fin* e^=o ic cof« ^b» i } donc alors la prendre 
léquation de l'art, y, deviendra -+-m cof. e* cof. K^+^m 
coù âCni.K s=o $ donc en mettant pour cofin; e fa valeur 
£X3 I ^ & pour M & 4» leurs valeurs:=o^ on aura o^s=^o^ 
ce qui ne fait rien connoître. Mais la féconde équation du 
pême artt y , donne — « fin. K cof. IC-h-y (cof. A!* 
r— fin. K}) ^ l Çvcu K cof. £s=o> ou tang. K*h^ 

^ ^t. D'où fon voit, i^ que tang. K a deux valeurs 
;réeUes , puifque le dernier terme — > eft négatif. 2^. Que 
|ç produit de ces deux valeurs eft = au dernier terme 
— I > fit qu ainii fi l'une de ces deux valeurs eft / , l'autre 

fera »= ■"■^. ' . :^ .q eft-à-dîre \ égale à la tangente du com« 

jpiémenf ^ 6c prife négativement. A' l'égard de la quantité 

^ eUe fera =-i^=^H-//'Zi7^ 

P^P^^yr^^y^^. ^■ /^—'^^' ^ î car le produit de 

ces 
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ces deux quantités eft ss^s.^^ i. 

2:2. De toutes ces équations il s enfuit , qu on peut 
trouver de la manière fuivante tous les axes pollibles 
de rotation d'un corps quiconque. Ayant fait pafler par 
le centre de gravité de ce corps une ligne & un plan 
quelconque y on cherchera d'abord les valeurs de A y 
ByCyDyEyFy ^^ Hipport à Ce plan & à cette 
ligne; après cela on réfoudra Téquation de l'article p, 
£ tang. e^^C tang.' t^ -+- 2? rang. ^ 4- jF= ; dont 
une dçs racines donnera une valeur de tang. tf,^'& pat 
conféquént la projeûîon "de l'axe cherché fur lé pla;i 
dohné. 

2 s* Enfuîte on cherchera la valeur dé tang. 1C=: 

r— -g-3 & 4:ette valeur donpera 1^ pofidon naême dç 

Taxe. ' 

24. Cela fait y on fera pafler par ctt axe un plan 
quelconque^ & on mènera dans 1 ultérieur dû corps uii 
pian pefpehdicxdâire à cet axe. ; ^ - ' 

*^a$t II eft évident que les autres axes fej^pfic dans ce 
plan j puifque la projeâion de ces axes donnç tang. al 
9B^^ y ài^^t conféquent çof. a==o, ou fin. a!=^ii 
Pl6. Enfin puifque tang. K a deux valeurs ^ l'une =/ j^ 

ic l'autre a=s— _L , réfultantes de l'^qûadon tang. K* 

^■' *~ ' ". — ?^ — r-4- j are o) cette v^eur de tang. K 

donnera deux axes /l'un fkifant avec le plan de pror 
ie^ott iin;iangle .'doni: ià . Tfiogçntç foit f,- Sx. l'autrp 
Opuf. MatLTom. ir. ' B 
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faifant avec le même. plan un angle dont la tangente 
foit — -^î c'eft-à-dîre^ que ces deux derniers axes fe- 
ront 'entr'eux un angle droit. 

2j. Or comme chacim de ces deux axes fait déjà avec 
le premier axe un angle droite puifquils fe trouvent 
dans un plan perpendiculaire à ce premier axe ; il s'en- 
fuit que tout corps a au moins trois axes de rotation 
pofliSles^ qui, pris enfemble deux à deux, font tour 
jours ^ entr'eux un angle droit. 

2L%. I)e-là il eft évident que l'équation i?-*-Ctang« 
it'*H-2> tang. «'* -hJP tang. <t'3=o, de Tart. 14, 8 
fes trois racines réelles , 6ç qu ainfi on peut les trouver 
toutes les trois directement , ce qui fe peut faire géo- 
métrîquemfcnt & d'une manière facile pai^ la trifç^on 
de l'angle. 

:2p. En effet, puifque Téquatidn E^C tang. a'-+-i> 
tang. •'* •+• F tang. a!^ = a fes troiis racines réelles ; 
il eft clair, par la théorie des équations algébriques^ 

quen faifant tang. a'-+— ^= tang. :(., pour faire éva- 
nouir le fécond terme , elle aura cette forme : tang ^3 — 
Jïtang. :5^-hZ = o; dans laquelle le coefficient -ffdu 
terme — iftang. ^^ fera négatif, & dans laquelle on aura 

de plus -J- ir3 > J^, • 

50. Ot l'équaaon pour trouver k licïs x d'un zngh> 
donné a> (en prenant i pour fînus total) eu fin.^— • 

-^ fin» ;r -*^ -J^ =^0; équation qui doxme ar «» ~-, 
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5 1 . Gek pcfé, pour comparer l'équadon tang. ^ ^ — /T 
tang. ^H- Z=o, à l'équation fin. jyî — rx- fin. x ■+• -'"•*' 
K:a> on mettra d'abord la première équatib A fous ciette 
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une mdétsrminéfsV; ce qui doiuie -—■ *a-i-; 
-^ î & par conféquent fin. a ^ ' ^^^^ §c tang» :t= 

♦ fin.*«=(fin.*)x-i^. 

, 5a. Pour fadsfaîre à ces équations; il £iut d'abord 
chercher un angle a dont le fînus foit = -flTTHr > ^ 
finus total étant i , 000000 > on cherchera eniUite les 
angles -£-, ^-j- i^o, — -4-240 > dont chacim eft=a 

à X, On aura enfin tsaig. ^i^Cux. x ( .p\I.iîL;). 

Donc, 1». log. tang. t— T-lpg'-^+lob-^^v 



'a?, log. tang. ^s= -plog* -^-*-^og. fm. (-j—h iaoY 

3». log. tâûg. x.^ 4- log. -4£.^ lo^. fin-. Çrf'4.:i^6y 

35. Où aura donc troi^ valeurs de tang. x. y derquélles 

< article 2^) ccoanchanc^'-^., on atu& tcoàs 'vUemis de 
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tang* œ/; après quoi ou aura tang. A! par réquacion tang» 

Ks= g-. 

54. Nous yenons de voir que quefle que foît la fi- 
gure du corps ^ il y a toujours au moins trois axes de 
f otadoh pofnbie& Nous difons au moins , car il eft évi- 
dent qu il peut y en avoir beaucoup davantage ; puifque fi 
le corps tournant eft une fphere , par exemple , toute 
ligne paiTant par le centre à volonté ^ eft un axe de 
rotation. 

3 y. De même , fi le corps eft un Iblîde de réroliitipit 
dont la courbe génératrice foit compofée de deux p.ar- 
ties égales & femhlahles, comme une demie elUpfè 
Jw exemple, ileftvîfible, quoutre Taxe de révolution, 
il peut y avoir .encore, autant d'axes^ de rotation que 
réquateur du fphéroïde a de diamètres, c eft-à-dire^une 
infinité. 

36. Or ceft ce que donnent nos formides. Car dans 
la fphere, par exemple, on a ci=Ck=J^; & de plus 
fi=o, y==o, ûrc=î d. Dbnc alory les deux équations de 
l'article 5 fe réduifent chacune à 0=^0 y ce fait voir 
qu on peut prendre à volonté e & AT. 

r 57. $i le corps eft un foKde de révolution, tel quoa 
Fa fuppofé dans l'article' jy , alors prenant Taxe ' de 
ïévoliition pour l'acte dçs ^,.çeft-fà-dire, fuppofant dans 
le fécond Mémoire des Opufçules MaAémadqms y que 
la ligne fixe AB ^ qui eft Taxe des :5^, foit Taxe même 
de révolution , on aura f4s»<>5yficso>crç===oî &/lrfl» 
ou «i=y^(?ir^ ou Ji» 
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58. Donc alois les deux équacîohs de rartlcle $ de<« 
viennent 

fin, e cof. e ( * — C) cofl K = û. 
fin. K cof. K C — Clin, i^ — a coH e^*^S'']sxsoi ou 
lin. K cof. KC(it— C)fin.^»3==a. 

5P« D'où l'on tire lune des trois conféquences fuivanteSf 
1^ fin. ^ c=o ^ 6c fin* Ks=: à tout ce quon voudra. 
a\ cofi e= Q , ou fin, ^aa i ; £c en ce casy par la (e^ 
conde équation , cofin. iC ou fin. K=^Oé 
3^. fin. â égal à tout ce qu'on voudra ^ & en ce cds ^f 
par la première équation , cof. K=^o. 

40. Or comme ^ eft le complément de langle qu& 
la ligne fixe j4B ( qui eft ici Taxe de révolution du fphé* 
roïde) fait avec la projeâion de Taxe de rotation^ il 
eft évident que fi on fait comme ci-defiiis, u/^ss à ce 
dernier angle .^ on aura 

1®. cof. *' = <?, ou a'sss^o dégrés j ôcfin^r iC=ss à tout 

ce qu'on voudra. 

a^. a 5s=o , & ICass à zéro ^ ou à 5iro dégrés; 

3-^. a^=s à tout ce quon voudra^ fie JC=^o dégrés; 

41. Donc dans un folide de révolution tel quon Ta 
fuppofé article 5; ^ toute ligne paflant par le centre^ 
fie qui fera Taxe de révolution^ ou qui fe trouvera dans 
le plan de Téquateur , fera un axe de rotation pollible» 
Car la première des trois conditions. dc^ Tardcle précér. 
dent^ donne un diamètre quelconque de Féquateur, la 
féconde donne Taxe de révolution ou un des diamètres 
de réquateur ;^ ficla troifiéme donne un diamètre ^uel;, 
conque de Téquateur» 



té SUR LES AXES DE ROTATION 

42« Quelle que foit la Jfigure du corps ^ il eft clair que 
fi Ton a à-la-fois cof* ^=o ^ ou fin. ^ = i ^ & fin. X=o^ 
Taxe de rotation fera la Bgne même AB qui a été fup- 
2»ofée fixe fur le plan de projeaion ; or dans ce cas les 
équations de condition y données dans rarticle $ y At- 
vîendront/ï?ttt = <>> & fGnc:i=^Oy ou f*^=Oy & ^ 
s=o. D*où il çft aîfé de conclure que fi ces deux équa- 
dons ont fieu, la ligne quon a prife pour fixe, fera 
Taxe même de rotation; ce qui s'accorde avec les ar- 
ticles ij & 17. 

43. Lorfque Taxe de rotadon eft (ur le plan même de 
j^rojeâion, & quil concide avec la ligne fixe, enforte 
que^ foît = 5^0^ ; il eft très-aîfé de voir que les équations 
fA=90 yCÊsssiOy ovifGtt7i^=^o y /*<? -ir ^= o , ne font au- 
tre chofe qi« les équations/jTiff fin. ^{a^b)=sso Tff^ 
cof ï{a — ^) == o, qui font néceflaires pourla rotation au* 
tour de Taxe fuppoféy & qui rendent nulle la fbmme des 
momens des forces centrifuges par rapport à Taxe des ^. 
Ainfi tout s'accorde parfaitement dans nos Téfultats; 
• 44* Si outre les équations f^^^Oy m^s^^Oy on a de 
plus y=:a, une des valeurs de tang. JC(art; 20) fera 
infinie y 6c 1 autre nuHe y c'eft-à-dîre que les deux autres 
axés ftroiît , Tun dans le phn même de projeaion y de l'au- 
tre pcrpemficulaîre à ce plan ; de il eft ât remarquer que 
f équation r=* <? OKi fGneu^^s^Oy jointe avec les deu* 
autres éqtiations p. ou: fGu ^ = a> • ou fCitx,^=^c^^ 
^rnf en efiet nuUe la fomme des momens des forces 
;pfci)U"i f tigCT par lapp o ir à dFwcmr de cts trois axes. 
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4^. Si bu a ^ non-feukment y « d ^ mais encore «t— ^ 
^^=Oy tous les te/mes s'évanouiront dans Téquatiott 
qui donne la valeur de tang. iC ^ & par coniëquent JC 
pourra être tel qu on voudra* 

4^. Dans le cas où Ton a tout-à-la*foîs i^essia^ «rsss ^ y 
ya=o, il ellaifé de voa: que les quantités C, D, E y F, 
de I article p y feront chacune égales à zéro > donc alori 
la vakur de i$! ktz indéterminée & telle quon voudra; 
mais les deux valeurs de tang. K feront o ôc-ok> ^ à moinA 
que ict— -J^ ne fort encore =a^ auquel cas ^ comme on 
vient de le dire y la valeur de K fera telle qu'on voudnr« 

47* Dans ce dernier cas de a- — P^ss^Oy & de /t=^o ^ . 
m^^Oy y =o , il eft vird)le 9 puifque K Sx, ^' peuvent 
être telles quon voudra^ que toute ligne paffiint par le 
centre de gravité du corps , fera un axe de rotatîoa 
poffible; dans le cas iA=^Oy t»=a, y^=^Oy mais non 
4 — i'^ss^Oy un <les axes de rotation fera perpendicu-- 
laire au plaa à^ projeâion^ &. tousr les autres fèromr 
dans ce plan même , ficde telle jpofidon quon voudra^ 

48. Puifquxl y a toujours trois axes de, rotation poA 
fibles^ tous trois perpendiculaiœs entr'eux^ on^peuc 
toujours fuppoferle plan de projeâioa tellement phicé^ 
que deux de ces axes foient dans le plan de pro^ûion ^^^^ 
le txoifiéme perpendiculaire au plan de projeâion^ ce^ 
qui donnera à-b-foîs )* s=& a , cp =ît= (X , ôc y = o; îl' fem- 
ble donc quen ce- cas^ (article 4i?) la valeur- de e^ foi( 
toujours telle quon voudra; & comme K ( article 4^} 
femble alors avoir deux valeurt ^]^tmés=i^yr3Utre«;90% 



iS SUR LES AXES DE ROTATION 

il paroît senfiUvre qu'en ce cas toutes les lignes tirées 
(dans le plan de projeâion > fejroienc des axes de rota- 
|lon poilibles ; d'où il s'enfuivrolt que toutes les lignes 
tirées par le centre de gravité dans celui qu on voudra 
'd^ pkqs qui pafTent par deux des axes de rotation ^ 
fqro^eot eHeç-mèmes des axes de rotation y & qu ain(i 
|:out corps de figure quelconque auroit une infinité d'axes 
de rotation placés (to chacun de ces plans > ce qui 
4i'eft p^ vrai. 

. 49* Poxir réfoudre cette diflSculté , il feut avoir re- 
cours à la première formule de l'article y ; on y verri 
que fin. ^ étant fuppofé quelconque ^ 6c ft^ 7 ^ t» étant 
jégaux à zéro ^ cette foxmu^e ne peut avoif lîeu^ à moins 
que /G {uu — qi^) nfifoit*=o, ou cof K^=OyC^ 
à-iirc, à moins qne l'on nait fG{fL-^ G)=20> où 

' yo. En général il eft daîr par Knfpefition des devx 

équations de Fartidle ;j , que dans la fuppofition tou-^ 

fours perntife de fi'=^Oy »=o, y = o, eàcKnt fau- 

toîent être tout ce qu'on voudra , à nioîns que l'on n'ait 

/G(f£«f— tO*=^i &y1ff'7f< — fin. é^ÇGxx — ?^* 

t^fGuu^=^o\ ceft-à*dîre^ (à caufé àejGuu^==sfGxx) 

fG'rtipj=s:fGuu^=^fG\x? 

^ ^1,'JPvis le C9& 4e /»«^» & ys^o; -~-<juieft.95» 

^^ , .devient *=! -~ ; ce qui pourrôit faire croire que 
^ ^^^is tquf pe 3111'oiv YPH^ra^maiç il.^uf: dji pliH 
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4ûe la valeur de *;^J-fatisfafl« à la féconde équatiow 

je Fartide ^ > (jui eftla même ici que la (econde de T^r^. 
i;icle 20; or cela ^oîé^ yaro ne donne JÇ indéœrmir 
né^ que lorfquon a. de plus «t-r-J^asso. 

: 52, Ç^ ce qu'on peut encore prouyer d'une autre ma^ 
îlîere que yo|ci } y = p donne fG ^u=^oi c eft*à-<]ize , 
que fi on imagine un plan per()endiculâire au plan de 
|M:ojeûion ^ la fomme des produits des particules par les 
produits des coordonna reâangles tirées de chaque 
particule 9 (Tune dans ce même plan^ parallèlement au 
pl^n jde projection ^ Tautris perpendicidairement au plan 
de projeâion) fera égalé à i;ero. Or quon imagine dans 
ce même planpetpendicidaire au plan de proje£don5 dau« 
très çoord'onfuées re^angle^ y^^^^. partant de la mê« 
me origine , c eft-à-dire de yiB , & telles qtie 'jr^ iaflfe 
avec * un\aQgle qudconcfael^ y on trouvera aifément que 

yjy^y «/è^» (çoil ^* — fin. C*) ■+-/<î^ k ua ^ 

fin. ^ cof. ^ ; fidonc y^=o & a — J» nF=p 5 on wxzfGicu 
:fmo quelque pofitiôn quon ûippofeau plan xle projecr 
^on 9 la ligne iixe JP étant jcpvjours d'ailleurs fiippofée^ 
t^s Ge|)lan, Mai& fi réi;aat r=^o^ on nâvoit pas a-^ 

tmstoy alors i'éqiiadon -^^^ === -^ ^= v > ï^'indique- 

jroit pas une valair indéterminée de JC ; car en chan^ 
géant la pofition du plan de projeâion , on n aurqit 
,plus/^-7»=ïO, puisque /l?7ra deyi«ndroit/(;ir'a'a= 
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{a—*/) iin^ ^ cof. ^ ; or cette quantité ne Cexoit «s ni 
que quand fin. Ç feroit ss o, ou çof. C,sssOf ceft-à-dî-!> 
re , quand le plan de projeôion ne changeroit pas de 
pofmon , ou qu'il en prendroit une fàifant un angle 
droit avec la première ; ce qui ne donnera jamais d'au- 
«esaxes de rotation , outre la ligne fixe , que ks deux 
autres axes perpendiculaires entr'eux> £c à cette ligne 
fixe. 

ç j« Pour mettre donc en peu de mots fous les yeux 
du Leâeur toute la théorie des axes de rotaticm , Aip^ 
pofons à-la-f(Hs m^=«o f ets^o, yaso, ce qui ^ 
toujours permis j (article 48 ); les deux équations de 
Farticie ; deviendront alors 
fin. « cof. «/*(?(««•— :(^]^) cof. JCsba; 
fin. K cof. K (/<»**— fin. t^fGix^ «o^» ^f<»a»l 
msa, Cela pofé 

vent éijce tour ce qnfon voudia^ de par conféqu«it 
toute ligne paflànc par le centre de ^vité fera un axe 
poflîble de rotation. 

«".Si on a fisdement /OuufBtfC^x,» °^ i*^" "■ 
fG'Kity ê peut être tout ce qu'on voudra, pourvi que 
/6».Xou cof. K foient aào; c'eft-jk-dire, J[aa ou 
5)o^ Dans ce cas toute ligne pafiânt par le plan de 
projeâion & par le centre de gravité fera un axe de 
dotation, 6c il y aura de plus un axe de rotation perpen- 
diculaire à ce plan. 
5*. Si on rfa pas/(t?««a=*/î?^% rtaàsfGtie f=^fCvi% « 
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ae cas fkifant coC ^ sso ou e^^ po^ , K pourra être tout 
ce qu on voudra , ce qui donnera une infinité d'axe» 
de rotation^ dans le plan qui pafle par le centre de 
gravité perpendiculairement k la ligne fixe jiB. 
4r^Dans la mémehypothèfe^ fi onfaitfin.tfs=Oj il faudra 
que (in« K ou cof< K sso ; ce qui donneroit deux axes i 
dont Tun feroit la ligne fixe CD perpendiculaire à la 
ligne fixe jdB , Se l'autre feroit perpendiculaire au pkûn 
de projeâioQj & fe crouve^déja parpii ceux du n^ pré« 
cèdent. 

y^ Si Ion n a ]f^fGuu^/Gx.t^ TX)aj!^fG'Hic^sszfGtiuf 
«n ce cas faifant fin. ^«=sso, ou e^s=^o ^ K pourra èix^ 
tout ce qu'on voudra : ce qui donnera une infinité d'axes 
de rotation dans le pian qui paf]G& par la ligne CD ^ 6c qui 
eft perpendiculaire au plan de projeûion. 
6^. Dans la même hypothèfe fi on fait cof.«ss;o^ il 
&udra que fin* K ou co£ K foient sa ^ ce qui don- 
nera encore deux axes^ dont l'un efl la ligne fixe jiB 
& dont l'autre efl perpendici^ire au plan de projeâion 
fie fe trouve déjà parmi ceux du n^. précédent. 
7^Si^onn'a m/Gut^^/GK^i ta fG'tcic^fGtt 
m /G nc^ ss;^/Çau , alors ii &ut nécefTaiœment ^ 1 \ que 
fin. K ou co£ H foient ss o ; comme il réfulte de la 
féconde équation de l'article 55» a% Si cof K^=o^9 
peut être tout ce qu'on vendrai oomme il réfulte d« 
la première équation. )®. Mais fi fin* iC^'o ^ il faut alors 
que fin. c^s=^o ou coL e^ss^oy d'où il'eft alfé de voir 
Ça'il n'y a dans |e cas préieçt que trois axes de coar 

cii 
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tioh poffibles> (avoir les lignes fixes AB ^ CÏXy fit 

iirie troifiéme ligné perpendiculaire au plan de ces deux-là; 

$$k On voit donc par toutes ces^ combinaifons quuii 
corps peut toujoiurs avoir trois axes de rotation pof^ 
îîbles ; où qii'il en aura une infinité pris à volonté, 
«ifofte que chaque ligne paflant par le centre de gravité 
fera ùri axe de rotation poffible î ou qu il en aura une îh- 
finité dans un feul plan, & de plus un axe de rotatioii 
|)erj)endiculaîre -à ce même plan ; mais quU ne pourra 
jamais en avoir plus de trois y s* il n en a qùuh nom^ 
^re fini y èC qùit ne pourra non plus en avoir jamais 
'une infinité dans deux au' trois au plufieurs pfans diffé^ 
rens y en nombre fini. , 

jtf; Nous avons remarqué cî-deffus, (articles 34 ^ 
^y.) que fi le corps eft fphérîque, toute figne paflanè 
par Ton centre xle gravité , eft im axe pofiible de rota- 
tion. Nous avons vu de plus (article y^, n®. i.) que 
toute lîjgne paflant par le centre de gravité du corps^^ 
fcft àufli un axe de rotatioif , fi on a â-la-fbis/G -jr^ 8= q-^ 
fGiru^i=OyfGux^=^o y fGuu=^fG:^;i^s:^fiG^^\ il 
s'agit de trouver les folides qui ont cette propriété. 

y 7. Pour cela y fitifons d^abord pafler J>ar un dts axei 
iîè rotation ( que je fuppôfe CD & coincident, fi loil 
veut y avec Ce ) une infinité dç plans que nous appel- 
lerons méridiens y fie foitprift| fur Taxe une partie quet 
îconque =r, â compter depuis le centre; foit -li Pan- 
jgle que l'axe lâft avec une autre ligne quelconque / , de 
pbfidon variable^ tirée à volonté dans le plan d'un de 
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d» méridiens y &c pafTant par le âencre ; & foît B l'an- 
gle que fahr ce méridien avec un méridien fixe ^ que 
je fuppoferai perpendiculaire au pkn de piojeâion i il 
eft vifible qu on pourra fuppofer f==rCn-<p(^^J5)} 
f (^5 £) étant une fonâion de ^ & de JSf^ telle quei^ 
le foit nulle y quand A U B font égwx à zéro qvl à 
un multiple quelconque de 3 do dégrésr 

5 8. Cela pofé , puifque gN=^Uy 6c CNovl gO^^^ f 
ça auia^ comme il eft très-^é de le voir^ 
G^ffdAdfXfÇixuA.dBi 
u^=^f cof. A. 
%r=^t fin» Aùn.B^. 
^srr^iîn. A co£ B. 
Donc ^vâicQxt fG'Ku^===^Oy,fGuXr^ 
çn aura 

ff^ dfdBdA cof. B fin. y*» cof. -rf= <y 
ff^dfdBdA fin. j5 fin. ^ cof.^=a 
ff^dfdBdA fin. J9 cof. 5 fin. ^3=^ 
yp.fi faudra <Jonc de plus qu on ait /<(?*•* oviff^ 
dfdBdA cof. B» fin. A^^/Gu^ ou ff^dfdBdÀ 
fin. /^ cof ^S & ^/Gx^^^fr^dfdBdA Gtt.A> 
fin.i^. 

^o. On prendra les intégrales dkns ces équadons^ 
d'abord en ne faifant varier que A y enfuite en ne fai«v 
fant varier c^e B. Mais il y a de phis une atœntîon a 
avoir fiir lés valeurs qu'on doit donner à ^ fie à B 
pour rendre les intégrales complettes i en voici ht 
saifoor 



/ 
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6i. L'élément d'une fphere eft rrdrdA fin. A.dBi 
fi an int^re en faifàot d'abord dB conftsuit^ & pre* 

«ftnt^ — 180^,011 auit -î^^p^, «c la folidité totale 

4fckfphcTe,enfaifanti5«5<^o^>fem--î^^ 

s'accorde avec et qui eft connu* M^ fi on întégroît 
en faifant A^=^s6oy pour multipHer enfiiite par B non 
plus égala ^6q, maïs à 180 , on zuioït/rrdrdA fin* 
^=zo ^ & la folidtté de la fphere = o ^ ce qui don* 
neroît im feux r^ultac 

620 Aînfi, pour avoir les intégrales précédentes des 
articles y8 6c jp, d'abord en feilânt varier A, puis 
en feifent varier Jî , il feut , i^ qu elles foient = o lorC- 
que A ^=0^2^. quelles foient fuppôfées complettes lorl^ 
que ^= 180 ; 3*^, quelles foient nulles quand B=oi 
^. quelles foient fuppôfées complettes quand j?a= 3^0; 
4?ar fi oh faifoît pour avoir les intégrales complettes A =3 
jdo, & J? = 1 80 > on courroît rifque , comme on vient 
4e le voir y de tomber dans un faux réfultat» 

^5* Cette efpéce de contradiâlon dan5 les réfultats 
du calcul vient de ce que danS le calcul fuppo£é de 
JldA fin. A y depuis A^^o jufquà A=^ J^o® ^ on re- 
garde fin« A comme devenant négatif lorfque A eft 
> 180^ 5 quoîquen effet d A fin- A doive toujours être 
pris pofitivement, cuifque ^-^fin^ Axdff, repréfente 
f élément de la furface de la fphere. Voilà pourquoi il 
&ut faire dans la première intégrale As=s 180^ 6c non 
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^sss j^o* pour h rendre complette , afin que fin. A 
ne foie jamais négadf ; enfuke dans la féconde inté- 
grale qui iè preiid en fitifant varier B, on iuppoièn 
Béas ^(Sal^ pour avoir l'intégrale totale. 

<^4. Ce n eft pas ici le ièul cas où des quantités qui 
peuvent devenir négadves> produiroient de faux réiûl- 
tats dans certaines intégrales , fi on n*y fàifoit atten- 
tion. Suppofons , par exemple , une courbe dont l'équa- 

foky^ssj^xv^x — xx; fi on prenoît l'aire /2£rv'â;r — Icx 
de la manière que cette expreffion femble repréfènterj 
die feroit =0, puîfquà chaque x on dx il répond 
deux ordonnées Vux — xx de fig ne contraire . Cq)en- 
âsmt il eft bien certain qyie/dxV zx-'xx repréfen- 
t« le denù-fbgment (|ui répond à x^ & que ce demi-feg- 

«e« «=77^^=^"^ (-^^) *^i*— «*,ecqu*aln* 
fi l'intégrale totale eft=s à Taire du cerde; voici pour* 
quoi; d'abord ydx Vzx-^xx repréfente Taire du 
demi-cerde tant que x n'eft pas plus grande que a ^ 
ai que Va* — xx eft pofitive ; eofuiMi £ûu&nt x^^m 
a — X (c prenant l'ongibe des ^ à l'autre, l'extrémi^ 
du même diamètre , nous aurons pour l'autre moitié 

l^( a «—««>. Aioù./'dx^zx'^xx lepcéftate bien 
tnâeméot ic bko vétkdjkmsnc f aiie de f autre moi* 
né du oevde> par la raifon que dans U piemiete moitié 
dx K \^'ax^jçx Ame pofitilt Tua âc Tnioe^ <c que 
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dans la féconde moidé ils foiit ï\m & Taucre négatifs. 
Après cette courte di^rdfion , revenons à la queftion 
propofée. 

6s* Il ne fuffitpas que <p(-ri, JS) foît tel que -4=5= .3(^0^ 
& .5=3 tfo® rende ç ^=s x> , il faut encojse qu jgn faifant 
JS'= i8oh.j5, 9iA,B') fok lamême que 9iJyB), 
Car eniaifant J5==: à jin angle quelconque^ ojci trouvç 
r^quation d une coupe entière du folide faite par l'axer 
(}ui doit reftçr la inême en augmeniiaçt Tan^le B de 
i8p d^grés^ 

66. il faut de plus qu eh faifant JB quelconque 6ç 
^= 1 8 0% ou 3 tf 0% ç ( -^^ iî ) ait toujours la même valeur y 
puifque Taxe eu commun à toutes les coupes , ^ que les 
extrémités de cet axe répondent à ^=s o & /f = iSo^. 

(J7. Ces conditions fuppofées^ on aura f^df=^r^ dr 
1 1 rf-^.(-4, -B)]^î la différentielle étant prife eo ne 
faifant varier que /;. On fubftitupra çptte valeur dw^ 
les cinq équatipnsde condition des .articles y8 & ^py 
tju on intégrera (^article 62 ) en fuppofant d'abojrd A 
feule variable, faifant Imtégrale == o lorfque A^=o^ 
& complette iorfque A±^ i«o^, puis en faifant varier 
B feulement y 6ç fuppofant l'intégrale a^o Iorfque B^=^o, 
îÇc complette Iorfque Jîs=: $60^. 

:<y8. Il cft vifible que iplAyB)d(M ttn égala UfiC 

fuite de termes Avf x r^, tels, .l^ quen faifant A^=o, 

JS^=^o^ WiAJk B égaux à jun multiple de 360^^ ;on ait 

la Xomoie des termes A, A xT B=:^o. 2^» quen faifant 

^= j8o% Q^ »t iïoujoujcs je «lême^iéfultat , qwplqHp 

foît 
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foit B. 3^Quen faifaitiS!'= i8o-*-i?, la fomme des 
termes Ayf x TBf foit s=s à la fomme des termes A-^x 
r B. 4^. Que fintégrale de [ i -h(p ( ^, 5 ) ^ ] multi- 
plié par dyifin. ^- cof. AxdB cof. B^ou p2ix d^ fin. 
A^ cof* AxdB fia. B y ou par ûfJf fin. A^xdB fin. 
J? cof. 2? (cette intégrale étant prifé avec les conditions 
prefcrites ci-deiTus ^ art. 67.) foit = o. y^. Que l'inté- 
grale de C x -*-ç(yf^5)]^ multiplié par rf-^ fm. /f3 >c 
^fi cof. iî* y ou par t/-4 fin. A coù A^ x ^^, ou par 
dACm. AsxdB fin. B^ ait toujours une même valeur, 
tfp. Ces conditions ferviront à déterminer la valeur 
de ^(/^,i?)qui doit y fatisfaîre, & qui, peut varier à 
Tinfini. C eft un détail où nous n entrerons pas. 

70. Nous avons fuppofé la denfité du folide confiante ; 
mais on pourroit la fuppofer variable , ce qui rendroitle 
problême encore plus général ; foit i^ la denfité dune 
particule quelconque de Taxe , & on pourra fuppofer 
la denfité dune partie quelconque exprimée par J^[ i -H. 
^i^y ^)3^ Z{AyB) étant une fondion de -/^ & de 
B qui ait les mêmes conditions que (p{A, B). 

7'i.Ileftcl;urquefii-HS(^^i?)=== ,;„^^(4,B)]f 9 
m étant un nombre confiant quelconque, les valeurs 

iferont les mêmes qu elles feroient pour une fphere , & 
quainfi le corps aura pour axe poICble de rotation toute 
ligne pafiant par fon centre de. gravité, . 

7a. On demandera peut-être il en fuppoÊmt un foUde 
Opufc. MaifhTom. ir. D 
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homogène ^ les conditions /G ncu^sr-o ^ fG ^r ^ == d ^ 

fGux:=^Oy fG'Kic=^JG\x===^fG^^ 9 peuvent y être 
obfervées , quand même le folide ne feroit pas une 
Iphere. 

Pour répondre à cette queftion, nous fuppoferons 
d*abord, afin de fimplifier les chofes, que le folide 
propofé foit un folide de révolution , enforte que f =s 
r( H-f)^). Cela pofé^ il eft aifé de voir , i^ Que 
/G'TcuyfGuTiy/G'TCTij feront s=fO. Car la première 
de ces quantités fera = ^My^fdB cof. jE? , la ieconde 
à MfdB fin. By M étant une confiante qui efl l'inté- 
grale de r^dr{ ï^(pAyxdA fin. A^ cof. Ay prife 
lorfque A=^ ï8o® i or les intégrales MfdB cof B ôc 
MfdE fin. B y prifes de manière qu elles foicnt s= o 
quand B=^Oy font auffi lune & l'autre =o- lorfque 
B=i 3tfo®. A l'égard de la troifiéme de ces quantités; 
favoir^ yGT^, elle fera =iN/dB fin. B cof. B=z 

J^fdB-^^^^^ l'intégrale de r^drx. (n-(p yf)r x 

dA fin. A} y prife lorfque A^= 180^ } & cette intégrale 
fera auffi ==t= lorfque B = ^60^. 
. 75. Il efl aifé de voir que dans la même hypothèfe 
les intégrales ylff'^r'^r ^fGxjK. feront égales; car. ces 
intégrales feront NfdB cof i?* & NfdB fin.- B^ ^g^es 

lune ôc fautre à 2L^ lorfque -B = 3 (îo. A l'égard de 
rimégraleylSaii^ elk Cenfr^drii-^^AYxdAfmi 
A{ 1 —fin. ^* )x 3tfo^«» C/r^i^r( i *h9^)^i^-^ fiûk 
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, 74. Donc pour o^^fGuu foie 5»= /G ^^ owfG'KiCy^ 

a faut que l^ovi\ff^dfdAÎ\vi.A^^ff^dfdA 
fin. A\ OM ce qui eft la même chofe ( à caufe de dA 

fin. A^^ ^àAa..A _ à^^-^^y^ y Ahyxt<iVLt ff^dfdA 

fin. A=i/*f^dfdA Cm. $Ay lorfque-^=i8o^ • 

7y. Cefl d'abord ce qui eft évident loifque (pA^=ol 
c*eft-à-dire lorfque le folide eft une fphere; car alors 
P^df=^r^dr y àifdA Çvx. A^=3/'dA Rn. ^A; fiip- 
pofant donc ( i -h ç-^)^ — i = A -^, il faudra que A A 
ipit telle que l'intégrale de dA AA fm. A foit égale 
lorfque -^= 180^^ à l'intégrale de 3 dAA A fin. 3 A^ 
75. Soit donc^ par exemple, (pA=ali ( i — cof. -^) -H 
ctC(i— cof. 2 /?)-+-* D(i—cof. 3^)-*-a£(i — 
cof. 4^); on aura une valeur de i2^^ qui renfermera 
les indéterminées ^^ CyD y E ^ 6c outre cela findéter- 
pinée <t à tous fes termes* De plus il faudra qu on ait 
fGiCz=:.OyfG':(^=^o yfGu^==^o y ^ h propriété di| 
centre de gravité. Or de ces trois équations y la pre- 
mière & la féconde auront évidemment lieu , parce que 
l'on a fGnt^ RfdB cof. B bi/Gx. ^RfdB fin. B ; 
R étant égale à ce que devient /r^ dr(i^9A)^x dA 
fin. A^ lorfque A^=^ 180^. Il faut donc que la troifié* 
me équationyGtt=o, ait lieu auffi, & cette condi-i 
tion y jointe avec celle de l'article %6 l donnera les 
valeurs de Çy Dy E y &c. 
77* 3uppofons y pour fimplifîer le calcul y que % foît 
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fort petit, on aura ( h-^^)ï== à très peu près i4- 
5 d^ ( 1 — cof. yïT) H- y A C( 1 — cof. 2 ^) -h j<t i> 
< I — cof. 3 ^) -h y « £( I — cof. 4>^); & la première 
condition /'<?«=o, om f pi dfd A fin. A cot A=o, 
donnera l'équation fuivante lorfque A== i8o°; (« -f« 

X -.l-f.cof. ^>f ^ i—cof. J > 4- a£ /^ — i-»-cof.g^ 

^"~J'°^*'^ )=o; donc en mettant — i pour cof. A, 
cof. ^A, &c. cof. y ^, &c. & I pour cof. 2 A,coC ^A, 
cof. 6A,&ic. on aura ^ /3-hI> ( j—h i ) s^ 

o; d'où l'on tireDs« JA. 

3 

* 78. La féconde conditiony>4 </; ^.^ fin. A « 5y>4 /^ 
dA fin. 5 adonnera l'équation («jS-f-aC-t-ci D+et E ) 

fi---cof.^^-i-afi(~'-;^/;^*^)-uwr^ --»-<-conM 
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_i_ « - n / — T-4-conéyl \ _, , ^ r- / — t H - cof. 7 i< , 

-L=l^^) } d'où l'on tire, enfkifantyf= i8o«,&ré- 
duifant,|-H-^ = ^%^H-^4^; donc ^06 C^ 

-.;i;.£,ou^=— Î21^. 

7p. Si /3={>,on aura D=o; & fi C=a^ on aura 
E=^Oy ce qui donne dans le premier cas (p^=«tC 

( I — ,cof* 2yi) — . ^^^Z ( I — cof. 4 ^) ; & dans le fe- 

cond (p^=(t6(i — cof. :/4)-f--5^(i— cof.5:^); 

80. On voit par cet exemple ^ auquel on peut en ajou- 
ter une infinité d'autres, que la fphere neft pas le feul 
folide homogène de révolution dans lequel toute ligne 
pafiant par le centre de gravité^ foit un axe de rotation 
poifible. 

8 1. M. Jean- Albert Euler eft le premier que je fâche; 
qui ait donné une folution du problême que nous avons 
traité dans ce Mémoire; cette folution fe trouve dans 
la Pièce qui a partagé le Prix de T Académie en 1761^ 
fur TArrimage des Navires. Mais elle eft extrêmement 
compliquée. M. de la Grange en a donné une beau* 
coup plus fimple dans la Pièce qui a remporté le Prix 
de TAcadémie en 1 7^4. fur la libration de la Lune ; cette 
fplurion eft appuyée fur deux équations de condî^ 
tion qui répondent. précifément à nos deux équarions 
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/fG Cm. ^{a — b)=^OyffG cof. $(a — ^) = ordon- 
nées en 1161 y dans nos Opufcules. La formule à laquelle 
M. de la Grange arrive eft du fixiéme degré , réduc- 
tible au txoifiéme ; du refte ^ les conclufilons de Mef- 
fleurs Euler & de la Grange font parfaitement fembla- 
blés aux nôtres. M. de la Grange avoit déjà remarqué 
dans le fécond volume des Mémoires de Turin , en 
\l62 , pages 2j; &2y5, quun corps de figure quel- , 
conque avoit trois axes de rotation perpendiculaires 
entr*eux; maïs c'eft proprement dans la^Piéce dont nous 
venons de parler ^ qu il a donné la folution complette 
de ce problême. La nôtre neft, comme Ton voit> quun 
développement fort fimple de nos anciennes formules i 
trouvées & publiées précédemment à routes ces folu- 
tions ; nous y avons ajouté une manière affez fimple 
de déterminer par la trifedion de 1 angle la projeÔion 
de chacune des trois axes de rotation , d où il fera 
facile de déduire la pofition des vrais axes par la valeur 

de-^j^^= r^ y trouvée article ;. Nous avons de 

plus fait voir dans quels cas le folide propofé a plus 
de trois axes de rotation , & peut même en avoir une 
infinité de poflibles. Nous avons montré , ou que 
cette infinité d'axes eft égale au nombre infini de tous 
les axes poflibles du corps, ceft-à-dire de toutes les 
lignes qui paflent par fon centre de gravité, ou que 
cette infinité d'axes fe borne à toutes les lignes qui y 
paflent dans un feul plan , & de plus à im' feul autre 
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âxe perpendiculaire à ce même plan j d'où il réfulte 
qu un corps ne peut avoir , par exemple , ni une infi- 
nité d*axes de rotation formant une furface conique 
quelconque ^ ni une infinité d axes de rotation répan- 
dus feulement dans une portion folide de ce corps ; 
nous avons prouvé de plus que fi le corps n a qu un novar 
hit fini daxes de rotation poffibles^ il ne peut en avoir 
que trois ; toutes vérités qui jufqu ici n avoient été re- 
marquées par aucun Géomètre. Enfin nous avons don- 
né la manière de trouver tant de folides qu on voudra , 
qui ayent pour axe de rotation toute ligne pafiant par ' 
leur centre de gravité. 

Ein du yingt-uniéme Mémoire. 








rwréiUbvn 




VINGT-DEUX"" MÉMOIRE. 

Du mouvement (Tun Corps défigure quelconque. 



§. I. 

J)a mouvêrnént cTun Corps qui riefi animé par aucune 
force accélératrice. 

I. iVl.. Jean- Albert Euler a déjà réfolu ce problême 
dans la Pièce qui a partage le Prix.de TAcadémie en 
1751 ^ & M. Euler le père par ime méthode toute fem- 
blable, dans les Mémoires de Berlin de 17^8; mais 
cette méthode étant très - compliquée , ] ai cru qu on 
ne feroit pas fâché de voir comment on peut parvenir 
au même objet par une analyfe beaucoup plus fîmple^ 
fondée fur les principes établis dans le fécond Mé- 
moire de nos Opufcules ^ dont nous fuppoferons ici 
les principes & le calcul (a): nous accompagnerons notre 

(fl) Il fera bon, avant que de lire ce Mémoire-ci , de relire les huit pre-. 
iweis ;utick9 du &cond Mémoire^ Tome II de nos Opufcules, 

folution 
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^lution de plufieurs remarques préliminaires qui fervi-* 
ront à la rendre plus nette & plus fîmple^ 6c de quel- 
ques autres qui ferviront à faire voir Tufagedont cette 
folution pourra être pour des cas plus compliqués. 

a^ Puifqu il y a {Mémoire précédent. ) trois axes fixes 
de rotadon dans un corps y ( que j'appellerai axes de 
rotadon naturelle) il eft aifé de voir qu on aura non-- 
feulement //<? fin. ^(a — ^)^=^OyffG {a — b) cof. 
^ = o^ à caufe d'un des axes de rotation^ qu on fuppo^ 
fe Taxe des a— ^; mais encore ( à caufe des deux au^ 
itres axes ) les équations yyt? cof. ^ x^fin. ç=o, & 
JfG fin. ^x/cof. 2=0, qui fe réduifent à la feule 
équation , /)^C? fin. $ cof. ^=o, en commençant à 
compter les angles ^ depuis l'un des deux axes perpendir 
culaires à celui fur lequel les parties a — b ont été prifes, 

3. On aura donc en général ( Opufc. Tom.l^ Mém. 2. ) 
y"(^ — b)fG Cm. Jr=o; puifque fin. JTsssfin.^-fî 
P = fin. i cof. P-Hfin.P co£ $. 

y(^— t ^ )fO cof. Jr= o par la même raifon^ 
fGffCm. X^ «i^ _ SGff coCrX ^ fGff ^ 

/G//cof. tÇcof.iP 

"ï :• 

/G//cof. iÇcoCiP 

fG/fnL Xcot. X= Jgfe^JL^ /o//cC^.e»...P. ^ 

4. De plus, pour que ces^^quations ayent KcHy il 
Ojfuf, Math* lom. //^. E 
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n eft point néceffaire que le plan qui paffc par les deux 
axes de rotation^ fur lun defquels font prîfes les par- 
ties a^-^ by foit perpendiculaire au plan de projeâion 
au commencement du mouvement ^ ni par conféquent 
que l'angle P foit «o lorfque /=3=o. La valeur de P, 
au commencement du mouvement , que j appelle P' y 
fera égale à langle que la ligne parallèle à C K ( Fig. i . ) 
& menée par le point C^ fait au commencement du 
mouvement , avec Taxe de rotation naturelle perpendi* 
eulaire à C]p; 6c ^ marquera les angles indéterminés 
& variables depuis o jufquà 35o®, pris fur le plan per- 
pendiculaire à C^^ en comptant depuis ce même axe 
de rotation naturelle. Cette remarque nous fera trèsr 
utile dans la fuite. 

y. Si le corps eft un folîde de révolution^ on aura 

// co . > g =a o î car il eft aifé de voir que dans chaque 

cercle perpendiculaire à Taxe des a^^b,/Gff cof. 2 Ç 

eft proportionnel ^ fdlc; cof. a $= — '^^ y quantité 

qui eft = o lorfque ^ =î 3 60^. Cette valeur àt/Gff coC 
a ^ égale à zéro Amplifiera beaucoup les valeurs prér 
cédentes y & donnera 

y)Sîj[/^ fin. JIT cof. Jir=o; 

fGff^in. Jf* àc/Gffcoù X^=J^; 

, 6. Cela pofé) 

fova trouver le mouvement de rotation d'un corps 
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quelconque quand les force» qui agtflenc fin lui font 
fuppofées taûks, on maz {OpufcuUs , tome premier ^ 
fécond Mémoire) les équations 
fG{,udx^^X.àu)^Ndt 
fG {ne du — udic) nsum dt 

fG^'Kdx, — x^d-n) ^=^j d t i i/f ttf'y 6ant des conlP' 
tantes quelconques. 

7. Or, à caufe de ^=str coC «— p fin. «,& de u^=-^ 
fin. tf H» ç cof. e', { Opufc. fécond Mém, ) on aura d^abbrd 
udx,'-'X.d.u^s=%d-9 — ^ di'-de{vft'^pp), 
ntdu-^ud'K's^^'Kd'vt — tr<^*) fin. e-^'^trdt coC 
t—'^tde^fitL e + {icdi'-id'}t) cote. 

*dx, — t^'r:^{itdir^ifd^)cùù â'^mutde && 
e—-tfde cof. e-^Çfdit —^ntdf) fin, e, 

8. On aura de plus (en omettant les termes qui doî> 
Vent être nuls , c*e0-à>(Ure y ( article ^ ) cewE qui rei»' 
ferment (tf— i) y fin. JT, ou {a»^B)fce^ X'f 
xf=>{a — ^)» fin. n cof. n —ff cof. Jf*^ fin. It coC n ; 
«rvas/jfcof. n fin. X co£ X» 

fdtc — 'jcdf ^{a--iydn -^ffdïl Cùt Xk 
fdv-^vdf^-^ffd? fw. n-+-^i/ncof. Ilfitt. X 
coC X. 
Wtr— vd-K^^^ffdf cof. U^ffd n fia n cof. Affi». X; 

«.«•-*-//)== (tf — ^)» cof. n*-+-^— /» cof. jr* 
• co£ n». 

5>. Subflltuant au lieu de X fa valeur ^ + P> mul- 
tipliant h. féconde équadon de fartîcle 6 par fin.^, la 
cioifiéme par cofin. e ; les ajoutant enfemble , $i ùSr 

Eij 
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fant pour abréger a — ^ ss A , on aura fQ {.ffdP. 

cof. n -*.//i/ n fin. n x -î£ii£2:i£— v«fin.ii 
cof. n ( A A - J^)+^.fm,ncof. n x -^^^°^*f^'^ ] 

vsa^ udt fin. t^ydt cof. ^^ équation dont le fécond 
membre peut fe réduire à Rdt fin* (^-l-D) D &iR 
étant conftans^ ou J?^/ fin. t, en fuppofant €=eH* 
Z^ j ce qui donnera dt au lieu de de dans le premier 
membre. 

10. De même en multipliant la féconde équation de 
Farticle 5 par cof. d, la troifiéme par fin. e^ &l retran- 
chant Time de lautre , on aura /G [ ^*^ 11+ - J^ -H 

.^ X cof. 2 g cof. 2 P - ^-^''f- " X cof. 2 i fin; 

ûi*3 = — «^^ cofîn. e^ydt fin. ^ = — iî^/ cof. 
(^ •+- 2>) s=s— Jî dt cof. e ; en mettant dt pour ^/^ dans 
ie premier membre. 

11. Enfin la première équation de l'art. 6 donnera 
après les rédu£dons 

/^ X C — j7^^ fin. n + ff^^<^^^^^ ^ cof. 2 gfin^aP, 

— ^tcof. nMxX~4:)+ '-^^^'^^^'"' xcof. 2$ 

cof. 2,P ^^ffdt^s:^N dt i équation dans le premier 
membre de laquelle on a mis aufli dt pour de. 

12. Multipliant maintenant Téquation de Tarticle ii 
par cof. n^ & celle de Tarticle p par fiji. Il y^ les 
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ajoutant , on aura { cof. 2 1 fin. 2 P — /(? dt 

fGffdt cof. X\==Ndtc<iî, n-i-Rdt fin.ifin. fin. W 
. 13. Multipliant de même l'équation de l'art. 1 1 & celle 
de l'art, p par fin. n & par cof. n , & retranchant l'une 
de l'autre, on aura f^G/fdP ^/Gffdi fin. n = 
J\^dt fin. n — Rdt fin. e cof. FI. 

14. Soit /g ( \ \ -hX) ^ !//, ^^^^^f' *^ :=^ ^ ; 

jG(\\'-'-^js=:C, on aura les trois équations 

^^^n-HJ?^n cof. 2P — 5</ecof. n fm.2P=5 

R dt cof. t. 

-B>/n fin. 2p—Adi cof. n-f-£</e cof. n cof. 2P=to 

Ndt cof. n -H ^ i// fin. e fin. n. 

l^^C:\{dP-^dt£m,U)^'^Ndtrm,n^Rdt. 
im» e cof. n. 

\$,Sï /Gff co(. 2 l»=so-, ou 5=0; ce qui arti- 
Teran( article $,)Ç\ le corps eft un folide de révolution , 



on aiura 
Adn 



! — cof. e 



:Rdt 

Ad* cor n -f- ifdt coC. n - 
" Kj.r „ =fin;e. 

« . Adn /» , 

ooit ■ ^^^ = > > on aura cof. «=sf- «/«aasi». 



-jj;Y==^Î fm.t == •! — M, & V^l — r»=aC0CaX 
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f^' K -^^ Jj-f^A^iéquarionfe- 

Vx — rr , Ad\lîvx.n Hfm.n ' ^ 

elle à intégrer par les méthodes conoues ^ en £dfant 

i5. Ayant y en IT^ on aura cof. t=F> exprimé en 
n; on aura de plus ^x en ^n 6c n , par Téquatîoa 

-^ — = — » i & on aura enfin </P en n & dïl pat 

la dernière des trois équations de farticle 14. 

1 7. Comme on iuj^ofe que les valeurs de -— ■ , -j— , 

6c -~ au premier înftant font connues , 6c que la pofi- 

tion du plan de projeélîon eft aufli fuppofée donnée^ 
il êft clair qu on aura au premier inftant les valeurs de 
J^9 ^ ^ y ^ 6c par conféquent auflî celles de A 6c de 
X>^ ou n 

• I S. Pour trouver les valeurs de -^— , -j^ i -j- att 

piemier infianc > on confidérera que la force ou les 
forces impuUive^ quelles qu elles foient ^ peuvent fe xé^ 
duire à trois autres 4^ y, (Py h première perpcndîcu* 
laire ^ les deux autres parallèles au plan de projeôion^ 
ôc perpendiculaires entr'elles. Donc confervant les noms 
donnés dans le tome premier des Qpufcules , page 83 j^ 
on aura pour le premier inftant 
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Mettant donc dans les premiers membres de ces équa* 
tions leurs valeurs trouvées^ articles 7 & 8^ on aura 

I 1 j dP dTT _ d% de 

les valeurs de-^, -^^ -^, ou -^^ au premier 

inflant. 

ij). On peut remarquer en paflant qu il neft pas né- 
cefTaire que le corps en mouvement foit un folide de 
révolution pour que fffG cof. 2 ^ s= o. Pour le faire 
fentîr ^ fuppofons/= A+B cof. g -4- Ccof. 2^^ Uc. 
Il eft d'abord aifé de voir que fff^m. 2. ^ fera = o^ 
De plus y pour que JffG cof. 2 ^=0 , il ne faut que 
déterminer les coëfficiens A^B yC^ 6cc* d'une manière 
convenable. 

20. Par exemple y fuppofons que le folide foit ho- 
mogène y qvLef=^A'^B cof. ^-f- Ccof.^ f ^ & (Jue It^ 
quantités B yCy &c. foient très-pedtes ; il eft aifé de voir 
( Mémoire précédent ) que fffG èof. a.^ fera ^= o fi 
fidl cofa^x (^-f-5 cof. $4-Ccof 2g)43=:o; 
c'eft-à-dire fi ( en négligeant les quarrés des quantités 
très-petites) fJ^coL z^iA^^^A^B cof. l^^Ai 
C cof 2^ = 0; ceft-à-dire,fi C^=o {a). En général 
on zmzfffG cof 2^=:o Se fffG fin. 2^=0, fi 

( fl ) Lorfque Cs= o , 8c que par confi5qucnt/= il -f- B cof. Ç , il n'^eft pas 
£ficile de prouvet que la coupe du folide perpendicnlairenient i a — i eft 
no cercle , doot le centre à la vérité n'eft pas dans Taxe des a — li6c comnie 
cet axe eft perpendiculaire au plan de la coupe > il s'enliiit que le Iblîdc A'eft ms 
un lôUde de liéyolutioik 



40 DU MOUVEMENT D'UN CORPS 

on a (dans les mêmes fuppofitions ) y» yf -4- i? cof. 
^-t-Z> cof, 3 ^-f-£ cof. 4^, ôce. ou en général/= 
•/i -t- A <p ( cof. I ) , pourvu que ç ( cof. ^ ) ne contienne 
point de terme de cette forme Ccof. 2 ^ ; ce qui arri- 
vera fi ç (cof. $) ne renferme que des termes de cette 
forme fin. ou cof. m\y m étant différente de 2. 

2 1 . 0;i peut remarquer encore que Çi ^ cof. $ eft de la 
forme qu'on vient de dire , enforte que fjfG fin. 2 ^ == 
o y àifffG cof. 2 Ç= o, on aura auffi ces deux quantités 
= o , à quelqu endroit qu on fafle commencer les ^. Car 
alors il n'y auroit qu a mettre %^Az\x Ueu de ^ , -^ étant 

une confiante quelconque ^ donc J^"' m ^ deviendra ç^£ 
m g cof. mw^r ± ^[^ m 5 fin. ^ ; & J^j^ ^ ^ deviendra j;'^; 

;i $ cof. ^^± fol' ^ $ fin, 2/tfi doù il eft aifé de voir que 

la fomme totale de^C? (fm. 2^+2j4) & J^G cof, 
{2^^ 2, A) fera = <?. 

22. Donc en ce cas ^ tous les diamètre^ de l'équa-^ 
teur feront des axes naturels de rotation , puifque tous, 
donneront fffG fin. 2^ = 0. De plus il eft aifé de 
voir quils le feront auflî^ & par les mêmes raifons; 
quand même (p cof. ^ contiendroit un terme de cette 
,forme y. cof. 2^, pourvu que fin. 2^ ne s y trouvât 
pas î car alors fd^ (y cof. 2$ cof. 2^ — y fin. 2^ 
.fin. 2 A ) X ( fin. 2 ^ cof. 2^4- cof. 2^ fim 2j4 ) 
feroit =0, puifque yV^[( cof. 2^)^ — (fin. 2 |)*] = 

y?^$ cof. 2^=0. Mais dans ce dernier c^s/ffG coC 
* ^ ne fer oit pas =a. 25. 
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tt^ De même pour ^^fffG co£ a g 8=0,11 fuffit 
que le terme y cof. 2 $ ne fe trouve point dans ç cof. Ç ; 
mais le terme JC fîn. a ^ peut s y trouver , & alors oii 
aura , comme dans Farticle précédent y fdx ( y fin, 2 1 
cof. 2-/f-h> cof. 2$ fia. 2-^) (cof. 2^ cof. 2^ — fin; 
a$ (in. 2^) = Or Mais ûoxs f G ff Cm. 2^ ne feroîc 
pas = o, & on ne pourroit par conféquent fappofer 
à volonté im des diamètres de féquateiu: pour un des 
axes naturels de rotation* 

24. Toutes les remarques que nous avons bltts juf^ 
quici, ou du moins la plupart de ces remarques, ne 
font point néceflaîres au problême que nous nous pro-<- 
pofons de réfoudre, mais elles fervent à jetter du jour 
fur la rotation des corps autour dé leurs axes félon k 
di£férence de leurs figures. Paflbns maintenant à la £0^ 
limon générale cherchée» 

af. Nous allons donc donner les valeurs générale^ 
de P, % y n pour le cas où fGff cof. 2 $ n eft pas 
s=a 0, ceft-à-dire, trouver le mouvement du corps lorf-* 
que le folide propofé eft de figure quelconque,, 6c neft 
animé par aucune force accélératrice. 

26L Suppofons d'abord pour xm moment JÎ=o ; noift 
prouverons plus bas que cette fuppofition eft permife ; 
oi ce cias on aura, en faifanc.^-i-C=^, 
Adn^Bdn cof. 2P^Bdt c0f.nfin.2P; 
Bdïl fin. 2P~cof. n rf«(^— ficof. 2P) —ydt 
cof. n ; 
M{dP+dean.n)^^Ndfiiun. 

Opufc. Math. Tom. IF^^ F 
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Donc ^2^idt^qdn,0Ti a j.^J^^^-*-^^^- *P^ 



Jico£.nùa.tP ? 
5* cof. n — ^ oof. n«: 5JV y caf. n» fin. a Py 

^^f + ^^^^^^£î?^ =-^?''n fin. n; 

îl viendra 

BMdP cof. n fin. 2p'^MCm.n.dn{A + B cof. 

* P ) =«— </n fin. n (5» — y^» ). 

Cette équation eft facile à intégrer ^ car on aura 
dn fin. n BMdP fin. » /* 



cofn >— ^»H-^iîf-t.Jîiï/cof.2/» 



■^dontlior 



P' étant des coi^aiMes égales aux vaieurs données de £1 
& P lorfque /s=o; ces conibntes dépendront donc 
de !a valeur initiale de P ôc de n ^ qui eft arbitraire y 
dt que nous allons fixer dans un moment à être teUe 
que A«s=t>. 

âîB. n étant connue en P^ on «ura dteas^dn*» 

(B* —y4*)dn . . dMA-^B«X.'i.?) 

'^BNtor.n&ti.z'F » 0C</«— ScoC.^Ûn,iP ' 

2<p. Voyons maintenant quelles font les conditions 
nécefiaires pour que l'on ait ^ st= <a. li faut pour cela 
qu'au cotntnencement àa. Mouvement lorfque r <*= o ^ on 
ait R^=i=Oy cet^ui donne, en fuppofantPcssP'fic Tissa 
n' y lorfque tsssoy les équations fuivantes ( articles 2S 
ec27.) 
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f^H-^cof, zF)dn^Bdecotn' QsLiP' 
M{A^C)dP Gof. n'fin. aP'=.CCv<-~JJ»^5G 
co£ > F — ^ v4 cof. 2 P 3 ^n On. n'. 

30. MûMenant^ par les formuleB données dans nos 
Opufii^iiles, tome \y page ^y^ il eft aifé de voix que 
fi on a^fuelle j» la cangjsote de Tai^^ que l'axe des a-~& 
fiûc avec Taxe de rotation initiale ^ on aura /^ ss;^ 

'idP^d4^.ny ' * ^ ^^*^*^^ *^® rextrémitê de Fas^e des 
abfciffes a^h fcrai2n!EpEf?£ÏI,&Uvîtcflcde 



rotadoA fera égale à cette \rîteâe diviiëe p« -t;=. 
donc la vîteffe de rotation ieri 

dt 

. 5i« De plus gu oo Tuppole daas ces mêmes formulei^ 
l'incomnie JT = ^ Hr jP , P^ étant comme ci - deflîjs j 
articles 4 fie 2p > la valeur initiale 6c inconnue de P^ 
fie Tangle ^ étant compté (depuis Taxe de rotation na« 
turelle dans lyi plan perpendiculaire à Taxe des a — ^j 
jufqua Taxe de rotation iniciale; on aura d'abord ki 
valeur de ^ au premier inftant par la poûtion connuQ 
de r^e de rotation initiale ^ Taxe de rotation naturelle 
étant auflfi conniL 

32« En efiet > U eft eflentlei de remarquer 5 que pout 
déterminer d abord l'axe de rocadon initiale ^ on peut 
fuppofer au plan de projeâioQ telle position qu on vou-* 
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dra } enfuite quand on aura trouvé dans cette hypothèfe 
( par Je fecours des formules données page pp , tome 
premier de nos Opufcules ) la pofition de Taxe de ro^ 
cation initiale , on fera entièrement abftraûion de ce 
plan de projeâion, & langle ^' fera égal à langle.que 
la tangente f fait avec Taxe de rotation naturelle 
perpendiculaire à Taxe des abfciffes ^ — ^, qui eft auili 
lui-même un axe de rotation naturelle. A Tégard de 
fangle F, il doit être tel , que Fangle JT^g'-f-P'. 
foit intercepté entre la tangente ^^ & la fe£lion quua 
plan paflant par Taxe des ^ — 6 y & perpendiculaire au 
plan de projeâion dont la pofition eft inconnue 6c cherr 
chée, fait avec un plan perpendiculaire à Taxe des a^-h^ 
& paflant par le centre Cj plan que pour abréger j'ap-i 
peUerai téquauur^ Car la nature de notre folution de-» 
mande que Ton compte les angles X depuis la com- 
mune feâion de Téquateur avec un plan perpendicu- 
laire au plan de projeâion^ ôc paflant par Taxe des 
a— A 

33. Ceci bien entendu^ on aura 
i/n^H-y^» cof. n'* =/ {dP-\-dô fin. n'* ) ; 
f fin. ( f -hPO* {dP^de fin. U' Y = dïl^ ; 

{dP^dâCm. n')»4-Vn»-+-^e* cof. n'*«Q*i//»j 

Q étant la vîtefle de rotation initiale i d où Ton tire 
derm.n'+dP^—9= 



V 



ï-i-se 
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■ 54. SubfUtuaat ^ oa a d'abord 
{A-^B cof. aP')fin. (|'-i-F)=5fm.:iFcof. (§'-f■P'); 
ou ^fin.(^-+-P')=i?fm.<P'— ^')> 
^u (^H-5)fm. f cof.F-h(^-ii?) cof.^ fin.P'«oj 

oonc tang. i" as= — a — B ' 

ce qui donnera P% car il neft pas néceflaire^ comme 
on Ta déjà remarqué , que P foit «b o au commracemenc 

-. - . fin. n' „, iP 

£niuite on aura , «g tangente n = -—^ — >ç 

on aura donc aifément la valeur de tang. n% en futn 
itituant dans cette dernière équation la valeur de tang. n' 
'déjà trouvée , & enfiute faîfant évanoxiîr df & </ n. 
,^ 3^. Ainfi on connoîtra les valeurs que P & n doi- 
vent avoir au commencement du mouvement pour que K 
foît ==(>;& comme le plan de proje£lion eft arbitraire^ 
on placera, ce plan conformément à ces valeurs ^ c'eft^ 
à-dke >, qoaprès avoir déterminé Tangle F & tiré la 
}igne qui forme cet angle avec Taxe de rotation natu** 
relie d'où Ton compte les angles ^ y on fera pafler par 
«ettç ligue &: par l'axe des a^b un plan; on mènera 
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enfuite par le centre C un autre plan perpendiculaîrc, 

à celui-ci^ & faifant avec Taxe dts n — ^ un angle =» 

à langle trouvé II' ; oe plan fera le phn de {>;o-* 

]^6&Dn <^^ iaitt fappofer pour que jR £>its=5a; car 

cfaprès cette conftruâioii> lès angles Jf*=|'-4*/^ fe- 

jps» (iânqpïiè comme ils k doivent ^trè depuis uk plart 

perpendiculaire à l'axe de projeâton & pailant par Taxe 

des a — b. Ainfi le problême fera réfolu pour tous les 

âflS poflibies* '^ 

• > ^6. On peut donc en gënfoal déterminer & afligneï 

par cette méthode le mouvement d*im corps de figura 

quelconque , lorfquH n eft folUcité par aucune force 

accélératrice y ou retardatrice , & qu il a feulement reçu 

une impulûon initiale quelconque, 

: ^7. Il eft boQ de remarquer que I9 fuppofition dé 

R^sBi^y revient am même que fi on eût fuppofé dans les 

krticleS5)f & to ^ «= o , 6c y = © ; caf JR fin, «=« cofîr 

e 4* y fui. €y & R cof. «er=éi fin, ^— y cof, < ; donc 

(fi • & y n étûîent pas ==<?) jR =50 donneroit — 5== 
~ ; donc cof ^^ -f-fin, c* feroit â= « 



çof.^ fin. ^ 

ce qui ne fauroît être; donc Rs=o donne néceflaî-5 

ïement y =: a'^ & • = o. 

" . 3^,^ Nous avons vu cî-de/Tus ( art. 30) que la vîtefl"e de 

4x»a(tiQn eft xs^^-p^ ^ — •- ^~^ ^-^ — s 

mettant pour dP+Je fin. nu valeur -^_^ "# 
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^mde cof. n fa valeur dn j f.n^fi * i> ^ ^P^^ 
yn fil mieux ^^^ ., X cof. n fin, aP, on aura la 
vxteffe de rotauon^A^V [_^_^+-____^ 

ri ^.^^ j . Or ( articles 27 & 28 ) on con- 

noît pour chaque inftant J* la. y^eur de n ôc de P. 
ponc on aura la vîtefle de rotation à chaque inftant. 
3 p. A l'égard de Taxe de rotation à. chaque inftant y 
il fe détermine par les équations fuivantes ; on a ^ page 
pp de nos Opufculcç , tome i , ( en f^fant. a — b^=. i ) 

' r n . ^ decoC.n JffdecoC.n • ^ 

^ dP-^deCiz.n Ndtin.n * 

P -h| «fin. P cof. I H- fin. | cof. ^,- A: cofin. Ph- 
|:«c©f. F cof. ^ i- fin. P fin.|-î 4'où fon 4xe/fcm 

-H'ùLn* ^ '. ■ dt- "^ V *'"• ^ -: — -jr^:^ 

{du. cof. P— y* oo£ n fin. P);^/<>ftf. 1*=*--^ 
" iyfiT-n/f ><(^nfi"--P-H^g cof. ncofP). 

: . 40. Donc laogle P étant fiippofé sxP' lorfquç /s»«^ 
i&c f^p)p<^ant auffi qu'on compte ieisjogie^ | depuis Taxe 
naturel de' rotation pris fur plan perpendiculaire à Taxe 
des â •— ^^ on aura par la valeur dÀ / fie celle de ^ ^ 
chaque ûiftant^ la. pofition de faxe de icotatipin , tant 
fsur jrappoEC «u plan-de |>rofeâiQa » ^e f a| report >uiac 
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axes de rotation naturelle; ceft-à-dire quen imaginant 
par Textréniité de Taxe des a — ^ un plan perpendiculaire 
à cet axe , on aura par les valeurs de f&c de \f fin. | lai 
coiirbe que Taxe de rotation înftantané décrit fur ce plan j 
tandis que Taxe des a — ^ eft emporté lui-même par 
un mouvement quon détermine au moyen des valeur^ 
de dâ & de dn. 

41. Si le corps eft attaché fixement par le point Ci 
quon fuppofe nêtre plus fon centre de gravité, en- 
forte que Ton faffe paffer Faxe des a — ^ par ce point 
C & par le centre de gravité du corps , on aura d'abord 
évidemment /'Gf fin. X= o ^/Gf cof. X^=^ o , mais 
non yC^ fin. 2^ = > ni JX^ff coù 25=?.o, nî 

fGfx cof. X=^ofGfK fin. Jf^s o î ni enfinjr(?\ =s o: 
Mais nous fuppoferons pour plus de facilité que Taxe 
des a — b paflant par la pointe du corps, & par lecen^ 
tre de gravité , foit un axe fixe de rotation > eaforte 
<jue fG hfCin. X= Oj fG \fcoî. Xss o. 

42. Dans ce cas , il eft aifé de voir i^. que les ter-' 
mes qui venoient de fin. 2 AT = fin. 2 ^ cof. 2P-+-fin; 
a P cof. 2 ^, & qui ont donné ci-deflus le feul terme 
cof. 2 ^ fin. 2P y donneront cof. 2 ^ fin. 2 P-+- fin. 2^ 
cof. 2 P. 2^. Que les termes qui venoient de cof. 2 JT» 
cof. 2 g cof. 2 P — fin. 2 ^ fin. 2 P , & qui ont don^ 
né ci-deflus le feul terme cof. 2$ cof. 2P, donneront 
cof. 2^ cof. 2P — fin 2 g fin. 2 P. 

43.D*où il eft évident que dans les équations de 
- l'article, p & des fiiivâns ^ il faudra- mettra auileu dé 

cof. 
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«oC x^fin. aP, coù ^^ ûtu aPH-ûsua^coù iP^ 
^aulteu de co£ « |co£ iJP, coù at^ cof. zP'^ûm 

4). Donc £ûfàiK Jt^as^, comme iSans i*»àdit ^6^ 
i6c fuppoÊuit fGJf fin. a $ =s JE"., on. auia . i. 

'jiJn-hBJn cof. aP — £;<^nfin.2P — iB</ecof. 
n fin. 2 P — jE/t cof. n cofin. a i*==s o ; 
£Jn fin. aP^JE</n cof. a P — /fV» cof. n-t-Sij 
çoC ncoC aP--£</«cof. nfin. stP z=Ndtcoï,ni 

èc(^— O (^Ph-i/iCo. n ) =s— iVi// Cn. n. 

44. Donc on aura " 

y </n(^-4-JPcof. >^ — ï<tn.»J*>_^^ 

*" J<of. n fin. »^ +£ cof. ncofTîP * 

K^n< ^-i-^coC aP — ££». aF)-hA^/«co£ n;o« 

dn{££'i'E£)^dnijLa) -^ J/di caÇ, n (£ fm, 

flA+JPcqCaP). 

Donc ^^^-- iBU.*F^4i^*^ic^u^ 



4;.Dpsc on 






<iB(m.»#*-4-£oof.s/*>cQr.ii * 

! 4d.Donc— ^^^^ fea CBfinégsde ^ b &»ôloi^ 

Cjm/c» MaéA. Tom, jy, G 
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rincégration eft facile ; & d'où Ton tire aifément celle 
des autres y comme dans Farticle 28 & les fuivans*. Oo. 
trouvera aufli comme dans Farticle 33 & les fuivans^ 
la pofition du plan de projeâion qui convient à I4. 
fuppofition de J^sso.. 

5. I t 

Du mouvement (Tun Corps^ animé par des forces accS^ 
Uratrices ou retardatrices données ; éC des cas où / o/r 
peut déterminer ce mouvement. 

I. Nous avons donné dans les recherches précédën* 
tes la méthode de trouver le mouvement d un corps de 
figure quelconque^ lorfquil aeft foUicité par aucune 
force que ion impulfion primitive; nous allons don- 
ner maintenant en général 6c fous la forme la plus fim^ 
pie les équations pour le mouvement d'un corps de figure 
quelconque animé par des forces quelconques^ 

2^ Pour parvenir à ces équations ^ on prendra d'abord 
les formules générales données dans nos Opufc. Tom, i y 
page 83 ^ 6c on y fera les fiibititutions fuivantes 

3.. Puifque ud^ — ':^du=^fd^ — ratdf^de{whr 
ff),y on aura udd:i-^:iddu=idlfdw'^ wdp^^dé^ 

Or /^tr— tri/fr=— x/^Pcof.n cof. X—ffdP Cm. 
n+ffdn cof. n cof. JTfin. JrH-/Ai/n fin; n Ciri^X^ 

& ww'^ff= X* cof. n*— 2/Acof. JTfiiit n co£ n ht 
/jf— /*cof,jr*cof.nv 
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i 4. De même itdx, — x.^'*= {."^dv — vdv^ coC 
*-*-(f d'jF^r^'Xtif) Cuu e — 'Kfde cof. « — * vrde fm. e; 
,âc -xd U-- udfc f=^ (vdv-'vd'rc) fin^e — {fd'ie-^'xdf) 
cof. e T "Kfde fin. e-^icvde côf.^. 

j. Or en général fi on a 
dyk = <^r cof. e-^dq fin. ^ 
dy^^di fin.tf — </y cof. *; 
on aura dd\k cof. e-^ddy Citue^sddf^-dqde; 
^ d^<//i« fin. tf — ddy coC tfï=s — df de-\-ddq. 

,6, Donc {7r,dd:i — 'Sidd'n)coLe-^{7eddu—udd<t('j 
fin. e^ss^Tcâdv ''^vdd7t'—d{7efdt)-^{fdic^itdf) 
dfi — viede*- ; 

& {-Tcddx — ^</</'jr)*fin. < — {'7tddu-^udd'it')c6î. 
■e 5= fddv •^.vddfr—d^'icwde) -^ ( -jrdfa* — wJ* ) 
df^tc fde"^, 
. 7- Or •Kd:v^vdit^f\d? fm. n cof. JtT-f-//*/? 

cof. n—^f^dncot, nfin. Jr-+-//Vn fm. n cod JT 

lin. JT,' 

/ «/t— w </p— A» // n -♦-/» </ n cof. JP -^ffulP fin. X; 

» w =s/a fin. n fin. X-^ff cof. n x fin. JTcof. X 

«•^=A\fm. n coH n-H/A coi; X{co£n» — fin. tl») 

•— ^ cof. X^ fin. n co£ IL 

. 8. De plus, à caufe de ^=a w cof. « — f fin. e,ài 

»«= «■ fin. *--+- p, cof. < ; on aura , en nommant G' cha-. 

cune des petites pamcules du corps , 

— ddq{<G\» cof. e)-\'ddx . G'vcoCin.e — ddq . G'u fin. e 

^-dds.G' itûn. fiissi^m^ ddq {G' v) + (dd X .toù e-i^. 

dds &xue)^v» ' 

/-i •• • 



cof. >— ^W^C *coC e^^diqijS f^{dd 9t.ia^t^ 
dis c<A^e)Q'it- 

p. On aura , par lamine nilbfr y <tt MDmmanrn' te» 
forces qui giflent perpendîc6l»tefiiei>tatt {^ de pro^c- 
tîbn , & parallélemenc aux 'r^'Z'ceUe» qaf agîflfene paml'» 
lélemene à la iîjgne des t > ^ >^ ceUes. qui agiflent para^ 
lélem^nc à^ la lignie de» »f 

«c/^C n' t fin. e — fG Z-K fin. 6 — /a' n'« cof. « -H 
/<?' /^ «cof. *«/— <S' Zit-^fQ ^C/^'eof.*— Z» 
fin. tf). 

10. Pour que cof. < de fih« «-difpafoîi^dè ccsdér'* 
nîère» formules , il faut ou que Z! i=* o y ai F^ =^ o ^ o\»^ 
^ 2r'=<ri4 cof. «— ^» lîn. <? ^ K'^AZ, Sxue-^ 
Et cof; e ,^ âc y étant des- quend^ quî ne contiennent 
point e. En ce dernier cas , on aura Z' coÙA-irÂ^' fin». 
é— ^; «c ^' cof. tf — Z' irn. e« JRr.. 

1 1. Appliquons^ maincenant. ce» formide» âh ^Iqwes; 
txcm^^r n0U9 feron» (f abord abftraâîon àa- mouve-^ 
ment du point Cy quiieft commun, ou ceniSf commuit! 
2 tobs les antres points du corpr, êc nouf/ regarde- 
aons' ce point comme- en- sepos; mnr poicr. envia* 
ger la queftion d'une maniéré plus générale, noiis^iup<* 
jofefons que ce point C ne foit paa, û.ïùn veœ , hc 
centre de gravité du corps» Prenons donc dTabord , pour 
X spp^uer no9 formules ^ le cas o^^it si^k de trovr 



«ar le mouvement d'vst eorp» -pehttt <q«i {ârbuettè par 
■a de ièi^^ pakts C Ssa na pka hoctfôntât ;• on- Ktak 
f^=3 0,2=^ »yfG' d! =^ — Hpy^xk appellaot M 1» 
Biaflê dtt corps ât /r la pefanteur. 

o. Suppoiônt ontre cek que le corps (bit attacha 
^ far pointe C iui fe plan oit il {ûrouecte^ on aur« 
idq =ay ddx.=*s. a> ^2x =b»} ce qui fimpiien encox» 
les équadons» 

1 9:^ On peut remarquer enfui que IT k Ifgne men^ 
par k pothce flc le centre de gravité ^ eft ua de» vus 
de rotation tiaiurds du corps , (sa aura 
JG'AfOxuX^O', à caufe âs/GfQxu X==^(u 
J^G' hfcot X fera: ssa: <r par k même raifon^ 

14* Dans k même hypothèfe , oà aura /'G' vt^ô^ 
(Jt par conféquent /G ftar ou /"— Gp9t=o; 
fGf f ^fG>\ cof. n = A cof. ufG' OM KM cof. n> 
en nommant A k^ ctiâsnce du' point couchant au cen* 
tre de giavité.. 

1 j. Dt même fCf'»^ A fm* ufC^r^ ttM lin. Itî 

i5^ Cela pofé ^ o» aar» dàttf ce cas le» éqjoaôon» 
fiiivantes d%rês le fécond Mémoire de nos Opufcutes;^ 
ies forces y & ^ étant irî ^gat» à zéro , 
fG'{jid:^^'^du^:=:.Ndt, 

/(dtcddu^G'ujd^i-^ - **^-^r l^»» 

1.7. Or if eft aifé de vwr 9» -{f^/G'vluiéi 
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17. Donc, 1°, fdv — vdf-^de{trv^ff)sss 
'Ndtj 2**. itddv — wddnf—di^-Kfde) '^{fdie-^ 

mdf )de — flf vdé^ •+- ' — x — pfG'trrss^o ; équa- 
tion dans laquelle fC ar=o ( article 14 ) ; j*. f ^</*^ — 

18. On trouvera dpnc ( en faifant les fubftitutîons & 
réduaîons indiquées ci-defius ) /— <?'/^</P fin. n 4- 

^ X £oC 2 ? fin. 2 P — /</e (C'A ^ — 

C/Z-X cof. n* -h /^'//^' go^- n» cof. *g cof. * f ^ 

/G'ffdi^Ndii 
difG'ffdP cof. n + /g'//'^nf«.n^oCtgfa.»/> ^ 

/;/ e ( g; a X — '^~)cia, n cof. n -h 

fG'ffdt^ cof.Ti cof. 2? Ctt. a/» \ 
-I ^^oi 

d If {G A A H-^) ^n -f^ /gy/^ncof.»gcor:>p _^ 

/g'//i,eof.ncof.tgfin.>f -,' rrr^/vD r „ _^ 

^^ ' ■ ■ J— /tf«Ij[/(r </Pcof. n-*- 

^/g^nlL..n..r.gft,..^1 - ./.■/ÎAAC-^") 
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fin. n cof. n ^ /g7/^'-fi°"cof.ncoi:^gcof:a^j^^^ 

fuppofant pour plus de fimplicité --^s» i)srsi//»x 
/G' n^ « — dt^fG'pX coC n= — dt^ A Jtf cof. n. 

ip. Soit, pour fimpfifier les calculs ,y<?'//cof. z% » 
<r, on aiua 

-/G'ffdPÇm, n ^/dt^CxK ^) cof. m 

—fG'ffdt^Ndti 

'^l/G'ffdP coùn^fdiiG'KX-'-^') fm, ïl 
conn3H-/^t(G'A\+-£^')^n = o; 

dlifG'hx^ J^')m2'- fdilG'ffdP cof.nj 
^/^i* (G'\\^J££J) fin. n cof. n J« -^ 

AMdt* coC rr. 

ao. Soit, pour /implifier encore les calculs, N^ssoi 
(nous prouverons plus bas que fans le fecours de cette 
iuppofition , on peut arriver à une folutibn générale )t 

fcit aum /G^AX - :^ ^cfG'fS^A, on aura: 

:dn.yi'dPCïn.n 

6cof.n^-h-i' ^' 
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-=— - -> w. — j = — A MdÉ^ coC n; équanonf 

*^ t Cçof.n»-t--i' J Ccof.n»-e^ (t-i-^^ 

e=s — A il/<//* CoC P. 

a I . Soit dB =rqdty donc :/^^ = <f ^ dty 6c on aura 
^(y n') — ^rfn. n"=«=i> («ï); «c (foppo&iit la un» 
confiante ) Ô ^</ n H- ^ '- i/*- n"' « — A J^ <//» n»s la 
première équation donne ^=^ n^; mettant tlans la 
i^çpnde Q^e vatem, & Tuppolkat di'^(T]dn, q« 

as o , équation qu on peut intégrer aif^ent» 
. . 22. Pour q«e la fvppofidoa de J^^s o Toic l^îdme i 
^ fuific que iif' fok =oau commencement du mouve-^ 
zneat, ioifque /=^«j œ qui arcivexa û ea g&iéialg 
t r « A' dFûn.n 

l^tfque/-*, on a ^*«- g cofn^H^^- 

2}^ AU refte la fuppondon de N^=^^ neft pas né« 
eefiaire , & on peut même réfoûdie le prd^lêtne dans des 
Ç^$4>ien|ii(is^^éraux tpie celui de N=^z une conf- 
tàricè quelconque , comme nous allons le prouver. 

2^. En effet y fuppofons en géqécal que les fecondl 

membres 
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jnembres des équations de Fart, ip foient Ndt pour la 

première, QcL^ tx. Rd^ pour \ts deux autres, N , 

R àc Q étaat des fondions quelconques de XI , on aura 

d'abord 

^ _____ j4'dPûn.n-hNilt 

<rcof.n»-H^' * 
Jt AdF cof. l\-^{CAdP fin. n» cof. n -h Cmt fin. 

ncof.n):(Ccof.n»+-^)] ^^zïï^r^: 

iC-^A')Ndtdti _,^ 

ou plus fimplement 

j r iCA'-*-AA')dP cof. n -^CNdt fin, n cof.n n 

*I^ rcof.n»-h^' J"^ 

' ircof.n--H^> «Ç'^^V 

Enfin on aura dl ( C-H^ ) ^n ] -H ( y^VP fin. nH- 

^'^'A (7w:lï7+:f')i ^J 

^Rdt*. 

2j. Suppofant comme ci-deffus dPsssqdtf & pre- 
nant encore n', n", &c. W , 9" , xr"y pour des fonc- 
tions de n, on aura 

diqn'-^v')— {qdïl,T\!' -^vr" dn) {C-^A')^ 

Q<i^y . 

& {C-^A!) i^n-i-(în"-+-V)<f/*x(fn'4-tr')=: 

Rdt*; 

La première équation intégréç donne yassll^î &iài«« 
Opufc. Math. Tom. IF". H 
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fkntdt^crdn, on aura (C+A ) x — . — — ^g^Jnx 

n^« = o ; féquatîon eft donc întégrable dans tous le» 
cas où -A^ , Ç, J? , font des fonôions quelconques de ïï^ 

26. Or ^ pour que A^foît une fonûion de n ( qui de- 
vient ici une confiante ) il faut que y^ — <p fi' (bit nulle ^ 
& qu on aie par confèquent y x'^'— ^ 6^ ses o,. 

Pour que Q foit une fondion de n ^ il faut que 4 M^ coL 
e-.(pC cof. eH-xl/ im.e-^yi' ûa. 4:=^r (n>^ 
r' étant une fondion de n. 

Enfin , pour que R foit une fonaîon de n ^ il faut que 
4/tt' iiti.â — (p^'Un^e — 4/con4 + y^'cofe^ = r'' 
( n ) , r'^ étznt une auae fonûion de n* 

27. Donc toutes les fois que les puifTances Ps^l^yf 
6c les diftances /, A»'> %% $S 6' & C^ feront telles que 
Ton ait les conditions marquées par ces équations , on 
pourra trouver le mouvement^ du corps* 

28» On peut encore remarquer que dans la figure 2 y fur 
laquelle les formules font calculées, on aura (page 78 du 
Tome premier de nos Opufcuies ) / == f cof. e+ ijl fin. Cy 
ia li's^fi cof. e — f fin. e ; ainfi on pourra chafler f^^ 
& / des équations précédentes qui feront alors 7%'— 
çe'=a; 4a*— <PC cof. e— yg' un. e — T'in)^ 
^ 4, _ ipC/ fin. tf-+-y$' cof. e= T" ( n }. 

2$. De plus dans la figure 2 , la force %[/ parallèle à 
C£'= la force n' parallèle auOi à CE\ • 
La force G donne parallèlement à CD, la force Q 

^oC <> doot la diftance à C£' cû :)^^ -^^^&dont 
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h diftance . au plan BCD où. ^ '^^, 
La même force G donne (oraUélement à CB la forc^ 
-^G 6a»e, dont k diftance à CE' eà a» c > /de dont 
la diftance au plan BCD = ^' ou ^. 
La fcNTce/* donne parallèlement à CB la force F çof. «; 

dont la diftance à CE' eft fi* ss — -A__^ & donc la di^ 

tance au plan BCD ==^t^ =tj, 

La même force F donne parallèlement à C/!> la force >4r 

JF fin. < dont la diftance à CE' eft =o^ & la diftance 

auplan 5C'D = C==C 
30.Do^c on aura y=<y coC < + jrfîn. *,&7;n;'a=s 

G cof. * X •— ~ Jfin. excusa G y, 

COL. « ^ 

De même ç = i^ cof. « — Gfîn. <; 6c ^ 6' s=s F cof. < x 

-j^jrj — h C^ Un. e X o ss l'a. 

Donc y x' — ^ 8' ss= (? 5^ •— JA Œ o. 

^z. On aura de même 4"'' — yÇ'«»n'(ircof. «-h 
ii fm. *) — 6? $ cof. «— F< fin. *. 
4(*' — <PC«»n'C/* cof.* — iPfin. *) — fÇ cot <r-». 
<;f fin. ti 
Donc (4^'— <pÇ') cof. tf-h (4/— y^Ofin. *« n>— FÇ; 

«c(4/— «{'ifin.*— (4»'— y^')cof.*=«— n'»-»-Ci. 

3 a. D'ovi il eft aifë de conclure que fi im cosps de 
figure quelconque , dans lequel ffj& cof. a | «s o, 
eft animé par trois puifliances , l'une *= n', per- 
pendiculaire au plan de projeâion^ les deux autres F y 
G placées dans des plans parallèles à ce plan de pro- 

Hii 
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jcQlon y & perpendiculaires entr eux & au fdaa de pro*' 
jeâion y lefquelies forces n% -F, C ne dépendant de e y 
ni àtF j ni pour la quantité ni pour la direâion ^ on 
aura le mouvement de ce corps-^ fi G;)^— •/'6=o* 

53. En effet, les deux autres quantités n''^ — T%y 
G\ — n'r feront alors ou confiantes ou des fondions 
den. Par conféquent les deux quantités (4^»' — f^\ 
cof. tfH-(4n' — y^O^m.^ &(4/— .<pC):fm. e— 
{^\i: — y^') cof. ty quîlelUr font égales par l'article 31^ 
feront auflT ou des . confiantes y ou des fondions de 
n.- Donc , en employant la méthode indiquée ci-deP 
fus , ( articles 2j & 2(J) on pourra dans ce cas trou- 
ver le mouvement du corps; & la fuppofition que G 
foit le centre de gravité amplifiera les équations^. Quant 
au mouvement que doit avoir ce centre , ( s'il doit en 
avoir im ) on le. trouvera aifément dès que le refie du 
problême fera réfolu , puifque ce mouvement fera le 
même , par tes principes de Dynamique , que fi les for- 
ces accélératrices ou retardatrices agiiToient fur la maflè 
du^ corps y réunie à foa centre de gravité. 

34, On trouvera par les. mêmes principes le moi>- 
vement d un corps qui pirouette fur un de fes points C y 
ee point Cétant-lui-méme fuppofé en mouvement. Nous 
donnjerons dans im autre lieu le réfukat de nos recher- 
ches Air ce fu)et. 

Eïn du vingt-deuMeme Mémoire^ 
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VINGT-TROIS*" MÉMOIRE. 

Extrait de plufieurs Lettres de V Auteur fur Hffé-^ 
rens fujets , écrites dans U courant de Vannée. 



Vc 



I. Sur la folution cPun Problème^ 



oos aurez pu voir dans le Journal Encydbpédî-' 
que de Novembre ij66 ^ premier volume, page 125*^ 
ma réponfe au Père Riccati^y Jéftiîte , qui femble infi-» 
nuer dans ies Opufcules ^ que je lui fuis redevable de 
la folution d'un problême de calcul intégral , imprimée 
dans le Tome IV des Mémoires de Berlin, page 277^ 
dans un' temps où je ne connoifTois pas même le nomr 
de cet Auteur*: Je me Aiis- rappelle^ depuis ma réponfe^ 
que j'avois communiqué cette folution , dès 1740 , à 
l'Académie des Sciences de Paris , dont je n étois pa« 
encore ; c*eft-à-dîre , que je connoilTois la méthode dont 
il s'agit, fept ans avant que le Père Riccati fongeâtà 
là donner au- Public ; ce qui m en aifure^ ce^^me iènz^ 



€2 SUR DIFFE'RENS SUJETS. 
ble, la paifible poffeffion. Comme ce Eût întérefle im 
peu les Mémoires de F Académie de Berlin, i*ai cru 
ne devoir pas le pafler fous fiiencet 

IL Sur un Paradoxe géométrique. 

i. Voici une efpéce de paradoxe géométrique quî 
ma paru digne de vous être communiqué* 

Soit ~- la force qui pouffe un corps en ligne droî* 

te vers un centre, u la vîteffe du corps à la diftance 
X y ai a hi diftance d'où le corps part , on aura u^=^ 

»/-4^=<^— !-)«'«= A<r --ri h- 

quelle expreflion devient imaginaire quand x eft négati- 
ve ; vous fàvez les conclufions fingiilieres qu un grand 
Géomètre a tirées de-là >^ auxquelles j'ai répondu dans 
le Tome premier de mes OpuTcules, page a2i. Mais 
voici quelque chofe de plus fingulier j c^eft que lexpref: 
fion de u devient imaginaire, x étant négatif, même 
quand on fuppofe qu aurdelà du centre, la force centrir 
pete devienne centrifuge : c eft-à-dire , que la force foit 
toujours dirigée dans le même fens des deux côtés du 

centre , maïs toujours proportionnelle à ~- î ^^ ^ 

paroît affez paradoxe ; 6c ce paradoxe fubfifte en fai- 
£int commencer les x au point de départ , au lieu de 
les faire commencer au centre j car on a de même 
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la valeur de u devient imaginaire. Cependant la valeHC 
de udu eft toujours pofitive^ lorfque ir eft > a^ cottH 
me elle le doit être dans le cas dont H s'agit ; car fi oa 
fuppofe rjue lorfque x > a ^ la force devienne centri- 
fuge de centripète qu elle étoit ^ la vîteife ^ qui eâ in- 
finie au centre^ doit eniuite augmenter encore^ lorfque 
le mobile a pafFé le centre y puifque le corps reçoit de 
nouveaux coups dans le même fèns qu'auparavant; L ex-* 
preflion de la vîteife ^ pour être conforme à la vérité^ 
devroit done contenir une quantité qui demeurât iiv* 
finie quand x ç^T^a; ainfi le calcul eft ici d'autant plus 

en défaut que lexpreffion -~ de la force efl exaûe de 

lun & de lautre côté du centre, parce que la direc- 
tion de la force eft toujours la même. De plus la quan- 

xxté r^J^^x — eft Féléraent de faire d une hyperbole cubîr 

que BJVQ Mn qui a la forme repréfencée par la Fîg. j ^ 
enforte que prenant AO > AC y faire AOMQB eft 
intinie & > que faire infinie ACQ B y comme cela doit 
être. Voilà donc encore ici le calcul en défaut ; csù^ 
foit ^ faire qui répond à f abfciife Xy cette aire (è trou** 

ve — 1^;: J- y qui eft finie & négative quand x> a^ 

quoiqu affurément faire foit infinie & pofîdve» 

2. Si la force étok toiqpurd dirigée dans le nième fèray 
fc propOftionnelle ^x^ym étant im nombre pair pofitif^ 

on auroît w« •= -^jj:;^( ^"^ 
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négative^ u demeure réelle & telle quelle doit être; au 
Keu que fon expreffion feroît fauffe , quoique non imagi- 
naire , fi la force x^ avoit des direûions contraires des 
deux côtés du centre. Ce neft donc que lorfque m-hi 
eft négatif {jen fuppofant la force x^ toujours de la même 
direâion ) que la géométrie fe trouve en défaut , foît 
pour la valeur de la vîtefle , foie pour la mefure des 
aigres hyperboliques qui la repréfentent. Il me femble 
que les Géomètres n avoîent point encore remarqué ce 
paradoxe ^ d une quantité dont lexpreffioft devient fau- 
tive en certains cas , après quelle a paffé par Finfî- 
xii^ fi après ce paffage elle ne devient point négative. 

3, J avouerai à cette occafion que je n ai jamais été 
fatisfait de la manière dont M, Nevton envifage, dans 
la fe£lion VII du Liv. I de fes Principes y le mouvement 
Tedilîgne d un corps qui tend vers un centre , fur-tout 
dans rtiypothèfe d une force en raifon inverfe du quaxré 
4es diftanoes ; il repréfente ce mouvement par celui du 
même corps dans une feâion conique dont un des axes 
feroit =0 ^ ce qui ne me paroît nullement exaâ. Car 
Çi et dernier mouvement pouvoit repréfenter le mou- 
vement redilignç , fupppfons la force proportionnelle 

à -— î le foyer & le fommet de la feûion conique^ 

r^uiœ < hyp.) à une ligne droite , fe confpndro.îent avec 
Iç centre de tendance j & comme le corps qui décrit 
une feûion conique , après avoir defcendu vers le foyer , 
iS^'en éloigne enAiite en remoncint^ de même dans Thy- 

pothèfe 
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fodAk de M. Newton ^ le corps arrivé au centre de- 
yroit remonter au lieu de paffer outre , comme il y 
paffe évidemment ; on ne peut donc regarder avec M» 
Nevton le mouvement du corps dont il s agit ^ comme 
s'il fe faifoit dans une fedion conique réduite à une 
ligne droite par l'anéantifTement d'un de fes axes. 

m. Sur un autre paradoxe. 

I. Voici encore ime autre efpéce de paradoxe dont 
J'ai déjà fait mention dans le troifiéme voliune des Mé- 
moires de Berlin, année 1747, fans y trouver de fo- 
lution dont jaye été pleinement fatisfait. Soit (Figure 

( Mém.Berl. i747>page 24.U); u^C» 1 i l'élément de 
f arc AM eft dx \r ( i — . ;r ) -f ^ dont l'intégrale efl 
fdx{\ — ;if)^5, ou— 1^(1— ;r)^ -Htî ûu, enfaî- 

fant i — Ar=^=CP5|.(i— CP^)- Si C?^Oy on 
a ^Jî = i; fi CF eft négatif, on aura la valeur de 

i^^r = i(r--(— CP^))quî,àcaufede(~(:P)*«*. 

CP*, eft la même chofe que \ ( i — CP^) ; ce qui ne 
doit pourtant pas être 5 pxufque AKr eft > AMy eii 
fuppofant Cp = CF. VoUà donc encore ici le calcid eu 
'défiiut s d'autant que, pour fatisfaire pleinement à l'équa* 

lion dyBsdxy^ (i — ir)~T«..i,enprenantleradi- 
0pu/c. Matht Tom% IF\ I 



U St/R DîTFE'RENS SUJETS, 

cal poficif, il fautfuppofer que la tranche qui coatînue 
après le point R , foit , non pas AO ^ ( Fig. $') °»i3 
RK égale & femblable ^ RO. 

Au refte , ceci peut fervir en quelque manière à répon- 
dre au paradoxe mentionné dans les Mémoires de Ber- 
lin de 1747 , favoir que la courbe ARTO eft reéli- 
fiable, qùoiquen apparence «Jle nait point d'autres 
branches que ARTO, car on voit quelle en a réel- 
lement d'autres : il paroît même qu'il faut prendre , pour 
repréfenter la courbe continue , ARK & non ARO, 
par la railbn que dans l'équadon de la trochoïde , favoir 

<0'= ^ __ =^ , il faut toujours prendre \^2ax — xx 

du même figne ; de même il paroît qu'il faut prendre tou-r 

jours ici K (1— *)~^--i dumême figne, ceft-à-dire^ 
avec le figne -f-. 

a. Mais il refte toi;qoufS ici une difficulté à riCouâiei 
Car l'arc de la cycloïde qui répond à une abfçifl'e x, 
le diamètre étant 2a, e& =2 •âZT; & à une même 
X , il ré pond à ime infinité d'autres arcs = 2 w. ^aH; 
* *^tf *:) {m étant un nombre <piclconque entier pofi* 
tif , en y comprenant ?ero ) ou même — tnu^a^ 
^y^xax. Aittfi l'arc de la cycloïde cfl redifiable, quoi» 
qu'à une même ûiù:]S& x 'A r4>onde -une iofidfié d'arcs; 
La réponfe que j'ai donnée à cette difficulté dans ief 
Mém. de Berl. de \ 747, pag. 445 , ne me paroît pas lever 
iuflSfammeitt tous ks xioutes } fie j'avoue que j'ai peine è 
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me rendre fans fcrupule aux raifonnemens de M. Nev^- 
ton, (Liv. I des Principes ^ £eSt. VI, lem. 28) pour 
prouver rimpofT&bilité de la quadrature ou de la reâi-^ 
ficadon indéfinie du cercle, lorfque je vois que des 
raifonnemens fembiables , appliqués à la reâification de 
la cycloïde , conduîroient à une conclufion faufle. U 
n'y a, ce me femble, de différence ici, quen ce que 
ie cercle eft une courbe rentrante , & que la cycloïde 
ne Teft pas ; mais je ne vois rien dans le raifonnement 
de M. NeW'ton qui puifTe être changé par cette difpa< 
rite ; d'autant plus que la cycloïde , fi elle n eft pas une 
courbe rentrante comme le. cercle, eft du moins uae 
courbe continue , & dont les branches ne font point 
réparées : en un mot , le raifonnement de M» Newton 
me paroît porter xmiquement fur cette fuppofition, que 
dans le cerde il répond une infinité d'arcs à une mé« 
me abfciiTe , d'où il conclud que Téquation entre Tare 
& labfcîfle doit être d'un degré infini, & par confé^ 
quent l'arc irreâifiable algébriquement; or, en appliquant 
ce ndfonnement à la.cycloïde , j'en conclurai que l'équa*» 
don entre l'abfciiTe x 6c l'arc correfpondant, doit être 
aufli d'un degré auffi infini , 6c par conféquent l'arc 
irreâifiable algébriquement ; ce qui eft faux. 

3. D'ailleurs foit dy^s^Xdx y l'équation de Tare ou 
de l'aire d'une courbe ovale , répondant à l-abfciffe xi 
L'intégrale e^y^a^fXdx , a étant une confiante 
variable pour chaque révolution , 6c qui peut avoir une 

infinité de valeurs ; pourquoi donc ne diroit-on pas que 

lij 



6S SUR DIFFFRENS SUJETS. 

Téquation y=a^fXdx renferme réellement Tinfinité àt 
valeurs que doit avoir^; ce qui n empêche point que fXdx 
ne puifle être une quantité algébrique ? Ceft ce qui arrive 
en effet dans la cycloïde, ou Téquation qui exprime 
Vzicy eft.s= -^± 2 Vjlux y A étant une confiante qui 
varie y à mefure qu on prolonge la cycloïde de côté ou 
d autre. Il me femble que ces réflexions peuvent mé^ 
riter lattention des Géomètres , & les engager à cher- 
cher une démonflration plus rigoureufe de Timpoffibilité 
de la quadrature & de la re£tification indéfinie des 
courbes ovales* 

I V. Sur la chaleur communiquée par un gloht ardent. 

. itM. Nevton, dans fon Livre des Principes y édi- 
tion de 171 5, page ^^66 & fuivantes, nous adonné un 
calcul fur la chaleur que la Comète de 1 58o a dû éprou-* 
ver dans fon périhélie. Parmi plufieurs fuppofîtions fur 
lefquelles ce calcul efl: appuyé y & que M. de Buffon 
a favamment difcutées dans un Mémoire quil a lu à 
l'Académie des Sciences de Paris au mois de Mars 
1757, il en eft une qui mérite d'être foumife à Texa- 
men de la Géométrie : c'efl fhypothèfe d'où part ce 
grand Géomètre y qu un point ou corpufcule échauffe 
par un globe ^ en reçoit une chaleiu: réciproquement 
proportionnelle au quarré de la diflance de ce corpuf* 
cule au centre du globe. Le calcul fait voir à la vé-; 
rite que cette propofition efl vraie dans Thypothèfe de 
Tattraâion^ parce que les attractions latérales^ perpen*^ 
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diculaireâ à l'axe, détniifenc réciproquement leur effet, 
& que tout fe réduit à une feule force, dont la direc- 
tion pafTe par le centre du globe ; mais il n en efl pas 
de même de laâion produite par la chaleur ; il n'y a 
poiu: lors aucune décompofition à faire , 6c les forces 
qui agiroient en ce cas, même en fens contraires, doi- 
vent s ajouter au lieu de fe détruire* En voici le calcul 
qui pourra être de quelque utilité. 

a. Soit un globe dont le rayon = r , & foit un point 
placé à la diftance J^ du centre de ce globe , & ;t les 
abfciffes prifes depuis le centre; on aura, en nommant 2/ï 

le rapport de b circonférence au rayon y — , 

pour ladlion totale qu une petite zone circulaire de la 
furface du globe exerce fur le point dont il s'agit , non 
dans la direflion de la ligne qui joint ce point avec le cen- 
tre du globe ( comme lorfqu il s'agît de l'attradion) mais 
dans la direâion de chaque ligne qui va de ce point 
aux différens points de la zone. Cette remarque fuppo- 
fée , on trouve aifément que l'intégrale de la quantité 

'différendelleeft^Iog.(^^^±^-*)-^-^ log. 
3 — — r) ; d oùil s'enfuit, en faifànc x^-^r, que 



ai" 



l'intégrale totale eft -^ log. ( /^ )* ou 
5. Maintenant ^ fi on multiplie cette quantité par dr^ 



70 SURDIFFE!RENS SUJETS. 
pour avoir la diflFérentjelle de l'aftion du globe; OU 

•aura ^=^ x log. ±^ ou ^^Q~-,^ + 

^nrrdr ^ nrrdr , ^ nrr ^_ J^^r ^ 

artr^^nS" log. —^^H- C; où Ton voit que la conf-, 

tante C^=Oy parce que r = o donne Fintëgrale =<>• 
4. Si le point échauffé eft fort près du globe , en- 
forte que i^ = r + a, * étant une quantité fort petite ^ 
on aura la quantité ci-deffus y égale à uès-peu près à — • 

a/TA log. — ~-H2«rs=2«* log. -+-2/zr. Or il 

eft aifé de voir que lorfque <t eft infiniment petite y la 

quantité 2 /z « log. — ^^ , ou ce qui revient au même ( en 

faifant abftraûion du figne ) 2/z«log. y eft auflî infinie 

ment petite ; car la conftruâion de la logarithmique y qû 
eft toute convexe vers fon axe y fans avoir d autres afy mp- 
totes que cet axe même ^ & qui en s'éloignant de fon ax^ y 
lui devient toujours déplus en plus perpendiculaire y cet'-e 
conftruûion, dis-je, fait connoître facilement que '; 
rapport d un nombre quelconque x à fon logarithme 
eft exprimé y depuis le point où ;e = i ^ par une fraûion 
croiffante à Imfini, & par conféquent le rapport du 
logarithme au nombre^ par une fraâion décroiffante 
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à Tinfini. Donc lorfque - — eft infini , le rapport de 
log.-^ à -^ , c'eft-à-dirç , -^ log, eft infini- 
ment petit. Donc 2 « * log. ■— ou 4 « r x log. 

-- — aufli infiniment petit* 

y* Donc en ce cas la qiiantité cî-deflus fe réduit à 2nr^ 
quantité plus grande ( comme en çfFet elle le doit être). 

que la force . , qu'on trouve dans Thypothèfe de 

Tattraélion. 

6. Si on fuppoiè que le point ne foit échauffé que 

par la feiJe furface du globe, on aura ( art, a; ) -^j^log* 

— j pour Texprefllûn de la chaleur quil ret^oit ; 

& (î J^=:r-ha^ « étant une quantité fort petite^ cette 
expreflion devient une quantité confidérable ^ 6c infinie 
fi a efi; infiniment petite. 

7, Si on fuppofe encore que le point ne foit échauf» 
£é q»S par la partie de k furface du globe qui pëuc 
lui envoyer des rayons ^ c'efl-à-dire ^ par la partie 
de la furface comprife eotre les tangentes menées de 
ce point à la furface du globe ^ on trouvera que cçitç 

partie de la furface ^ pour abfçiflfe ;tf=;5s~-î& lâcha- 

leur reçu.e fera '['^ log,/ ^ ^L^Vl) * ^^^ ^^ ^^ ^ 
^=r^.ct^ a étant très-petite ^ on aura pour Texpreffiori 
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de la chaleur —-r—log. , ceft-à-dire,uneqxiântité 

infinie. 

8. Il eft à remarquer que cette dernière expreflion 

^ log ~^^^ -revient à la moitié exaôe de la précé- 
dente — j— log. -j— — > où l'on fuppofoit que le point 

fut échauffé par toute la furface ; d'où il s'enfuit que la 
chaleur communiquée au point échauffé , par la partîç 
de la furface qui peut lui envoyer direâement des rayons^ 
efl la moitié de celle qu il peut recevoir de la furface 
entière. 

p. Maintenant ^ fi le point échauffé étoit un globe ou 
une furface fphérique , & qu on nommât / le rayon 
de cette furface , A la diftance des deux centres , | les 
abfciffes prifes depuis le centre dans le globe échauf-^ 
fé, on auroit (article 7. ) la chaleur dune petite zone 

circulaire de la furface échauflFée =s— 2/z/»^$x -^ 
log. "^ ; or U efl aifé de voir que J^ ^T = A A -^ 
âA^pHrr,d'oug=: ''^'^^J-^^ ^ & parconfé.; 

.y nr' t y. /-t-r x xn^rii' 

quent— ?»/</$x--plog.(-jq:^;)==:— ^^^ x/>ç 

log- (-^^),dontrintégraleeft^CJ^log.-^ 
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(r-^ J^) log.(J^ — r)]- Cette intégrale doit être =o- 
lorfque i" = A — >> ; ainfî pour- la* rendre complette , on 

écrira -^^ [( J^ + r) log. (J^-i-r).— (A + r — f)" 

fog-(A+r--f)-f-(r--J^)log.(^--r) — (c-'-AH-f) 
Ipg. (A — f — r)]- . . 

10. Si on,fuppofe quîlny ait d'échauffé pendant uti» 
înftanT^uelapartie deja furfàce qui peut recevoir des 
rayons direâs du globe échauffant y il eft évident que. la 
flus grande valeur de J^ eft en ce cas v^(A A — ff);' 
& il faudra fubftituer cette valeur dans lexpreflion pré- 
cédente. 

11. Telles font à peu-près les vues & les formules 
générales que la Géométrie peut fournir à la Phynque 
pour déterminer la chaleur qu'un globe enflamn^é doit 
communiquer à des corps qui font expofés à fon a£tion ; 
le Tefte dépend abfolument de lobfervation & de lexpé- 
rlence. M* de BufFona communiqué à TÀçadémie d ex- 
cellentes recherches fur ce fujetj^ dans le Mémoire que 
nous, avons déjà cité. . 

V* Sur le calcul des probahilitési 

- i. Je fuis bien flatté que met doutes fur lê calcul 
'des probabilités, expofés dans le fécond volume de 
îiies Opufcules y & tout récemment dans le cinquième 
volume de mes Mélanges de P/Ulo/ophiey vous ayerit 
paru dignes de quelquattention; plus je penfe à cette^ 
jnatiere y ^ plus je me perfuade y quil- y a des cas pur 
Opufc^ Math Tom. If^. K 
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la théorie ordinaire eft abfolument en défiiut ^ & qu'ion 
ne peut réfoudre que par des moyens lemblables à ceux 
que f aï propofés. Prenons pour exemple fe jeu de croix 
& de pile que fai cîté^ ôc qui a tant embarraiTé les^ 
Géomètres, comme on le peut voir dans le Tome V 
des Mémoires de Petersbourg ; Aiîvant la théorie or« 
dînaîie, ta fomme efpérée à chaque -coup , dont le 
lang eft a , eô égal à a«— «^ & k probabilité de 

gagner eft — ^ ; d^où. il fuk que Fe^érance à chaque 

coup ( fuivant la théorîe orduiaire } eft -p^qu'aîhfLref^ 

pérance totale eft infinie^ flc que par conséquent kniiie 
devroit être infinie , ce qui eft abîSirde., Mais fi au lîeu^ 

de fiippafer la probabilité de gagnes as -^^ on h fupr 

pofoît , par exemple^ x^ix^Cnny ^ ^ ^^^^ ^^ '^^^"^ 
bre confiant ptîs a voknué > Êdioiis (Figure tf«.).C^«» 
\f (i^y àc ayant dédrîc du rayon Cj4 h quart de cer* 

de AeG dont la tangente indéfinie foit jiF, prenon» 
AE^=ny jiF=i/i^ti nous trouverons aifiément que 

-, L — —2^ eftcs au piaiuÎL du fimis de Tacc e/pac 

CF 

-^Tg-) ce produit étant divîïé par la conftante EFsssi t 

er de- là y^ eft ailé de voir que la lomme dé ces fOP^ 
duits ne fera infime que dans le cas où^k rayon: C^iss ^^ 
c eft-à-diie oà C as ç^i .& quelle fera d^autant j^us pecke 
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tfxt C ièca plus grande : enforce que fi C par exemple , 
^toit set I , £c par conféquenc £F^^Cyi, la fotnme, 

cherchée feroît à très-peu près égale à -px ^^ ^s. 

•T^ pé.^y> 44^ ^ tt^-P«» près; fi C^x -i-, lafom- 

me deviendroit environ quadruple , o6h^e A C étoic s» 

~, Je m'en dendrois aflèz à cecce dernière Xuppofidon^ 

car alors la fomme efpérée , £c par conféquenc celle 
Çull fàudroic mettre au jeu , feroit de fix à fept écus> 
éc c'eft , je crois ^ tout ce quon pourroit rifquer rat* 
fbnnablement. 
a. Veut-on une hypodièfe encore plus fimple f U n f 

« qu'àfuppofer que U probahUnéaulieud'étte ^ eft a 

■ ^,* „ > • étant un nombre ta qu'on voudra ; la fom- 

ose «fyécéc fêta tepeéCa^ét par «•î-XH^'ip^^px^^^i)*' 
me <fune progtefl&on géométrique décroiflante , dont 
le premio: terme eft — ^ (a étantes i)&dontlarom- 

Bie fera égale an quané de -^c&rifé par -jr— "JTT» 

4:'eft4r<li», égale li~Ldivifif par i — JL ; d'ut! l'oa 

pourra drer alfément la valeur de et ; fuppofons , par 
exemple^ que la plus grande fomme qu'on puifle (acrifier , 

Ifik dix écus j on aura 10 «"-j^fr : ( i — ~)'»^*^ 

Kii 
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Ion dre ^=^îî.& ^:=_^M.-= j très -peu près 



OU ' 



300 100 

3. Si on v#uloit exprimer la probabilité par .une 
formule qui devînt =0 qualid /zferoit= àun ceriain. 
nombre > ou plus grand y à faudroit prendre, par exem- ; 

pfei au lieu de — j-j ^ B ^ y étant un nqm-^ 



*bre quelconque poiïtîf j^ où — - — ^ ^ > y étant uit 

jnombre entier impair. .Nous mettons le, nombre pair z 
au dénominateur de lexpofant , afin que quand on eft 
arrivé au nombre /z qui donné. là probabilité égale \ 
zéro , qn ne trouve pas U probabilité négative, en fai- 
fant n plus grand que ce nombre , ce qui féroît cho- 
quant; car la probabilité. né fauroit Jamais être au>^def^ 
/ous de zéro. Il eft vrai qu'en faifant n plus grand Iquç 
le nombre dont il s'agit, elle devient imaginaire; mais 
cet inconvénient me parôîè moîhdr'e cjue celui de de- 
venir négative;. & d'ailleurs il eft impoflible, (par l'im^ 
perfeûion des expreffions* algébriques ) d'exprimer au- 
trement qp& nous: ne v^riotis de faire ^ une quaittité 
qui devient =0 à un certain tpirme^ fie quî.paffé, cç 
terme, ne redevient point réelle^ 

4* Je ne fais ce que vôiis penferez de cette iblutioit 
du problème propofé dans le Tome V des Mémoires de 



' Peteisbourg ;. mais )e crois du môîhs que vous la: trbu^ 
verez plus fimple ^ plus naturelle & plus direâe que 
' Its foluâons du même problême ^ propofées dans ces 
Mémoires^ &: qui roulent touces fur des confidéradoris 
étrangères à la •queftion y fur l'état Ac/la fortune deô 
Joueurs^ Aufli ces- folutions fe contrcdiferft & fe dé- 
truîfent les unes les autres. 

' y. Pour faire lentîr^ par îm exemple très-fimple , le 
peu . dWJité .dç ce$ çonfidérations • ^ans la i^ution 
ou oa cherche^ fuppofons que Pierjre joue avec PaiJ 
à croix où pile^ en iiri feul coup, & qu'il doive don- 
ner un écu à Paul ', fi ceft /iVe qui vient ; il eft certain y 
{perfonne du moins nen difçonvient)* que Paul' doit 
donner, un dpmi-éc\i à Pierre pour fon enjeu. Cepen- 
^ifent il neft pas moiks certain que Paul, en donnarit ce 
'demi-écu, rUquera d'autant plus qu il fçra plus pauvre; 
& que s'il n aVôit^ par exemple y que ce demi-écu poui; 
toute polTeflîon, Ion rifque feroit mêhié ififinî. Donc/ 
çùifque dans la;folut>on de -cette qudlion.fi finspley-oh 
n a aucun égard à la fonuiîe & à Tétat de Pierre y par- 
ce qu'on envifage la queftion mathémaciquenient ^ il 
•/sft certain qu'on ne doit mm. plus avoir aucun égard 
^ 1^ fortune de JHerre dans, la folutioin du problême 
cies Mémoires de Petersbourg» Ce neft pas que je ne 
troye très^-raifonrlable' d'avoir égard a la fortune des 
(Jcmeurs dans là fohstîdn de ces fortes dé problêmes:; je 
fuis mêméperfuadéqueles Mathémaddens onttropné^ 
^ligé cet objet > mai? je disrqué la folutibn mathén^ctque 
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de la queftion pn^fée doit être ittd^>eiidance de ceccs 
eonfîdération. 

6, J'oublie de vous dire (car je toi» fiut fMit de met 
idées (ùr cette matiece à mefuie quelles me riomenc 
ou reviennent à leipiit) qu'au lieu de (uppoCer la pro** 

^^^ — ^TT <^^^ ^ problême de Petetsbourg , 3 

ibcoit peuc^éltce encore plus exaâ de la fuppofër sa 

* "itH-!(ii-ii ' ^^ ^ moyen, au premier coup oà il ^ 

également probable ^^^u on amènera croix ou pile > la 

pi?obabili«é ( ien 0iiiànt ii «a i ) fera exaûemonc -^, con* 

me eUe le doit être au premier coup ; de l'efpérance <f udi 

des Joueurs , qui doit êtze ^;ale à fa mife « ferait -p 

K t divifé par 1 — -^; enforte que fi, par exemple j 
la miiè la plus grande eft fuppofée dix écus comme 
dnieffus, on aura-jî^— S-> ^ «-^^4==^»^ 

'7. Stâvant cette formule , h probabilité que et^t»1 
par exen^le , n'arrivera qu'au (ècond coup, fe trouvera^ 

(en feiOiM «*=« ) -—^ au lieu de ^ „ ipi'on la 

%pofiï ordtoainment; fie oe léfiikac n'a lien , «e «e 
ftôable,quedemRMrel; car je demande a'il a'eft pas «• 
peu phis pcolahlci ( phyûigweineat padam) çù» 4aK& 
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COB{« piU £c croix aniveroat tous deux, qu'il ne Teft 
qucpiû ou croix suniveiont deux fois de iuite. On voit 
aufli que plus a eft grand ^ plus notre expieflîon de la 

xninue par rapport ^ Fexprelfîon ordinaire — - ^ ce qui 

^oit être en eâet dans nos principes ; eofortâ que fi, 

par exemple, «(/»— i)=i ouaasx 4. — ,Iaprô- 

habilité ne ièra dans nos princi^ que la moitié de œ 
qu'on la fuppofè. 

V L Sur Vanafyfe des Jeux, 

1. Une confîdâradon très-fîmple & très-naturelle ài 
faire dans te calctd des jeux , & dont M. de Buffon m'a 
^onné la première idée , c'eft que la perte y cH toujours 
léellement plus grande que le gain qu'on y peut faire. Car 
foit X la fomme que le joueur peut perdre ou gagner, âc 
ibitalebien de ce Joueur; s'il gagne, ion bien devien- 
dra tf-h*, fie ion gain téel fera ' ^^^ ;au lieu que 
a'il perd, ion bkn ne fera plus que «—-;», de ià perte* 
léelle fera ^^^ i or -j£^ eft éyidcmmcm plus grand 



2. Onpottrrorc tirer dé-là pîufîeurs con^quences;^ L» 
eft 5pK ù,x A fe^érance ^voi Joueur, où 
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la fomme quil efpére gagner, il faudra, pour trouver 
fon enjeu^ ou la fomme qu'il doit mettre au jeu, fup- 
pofer, non pas :r^=ix y cpmme on le fuppofe ordinal^ 

remeçt^ mais -— ps=-^X_j d*oit Ton tire ;j;» 

ax 

3. La féconde ; c eft qu en ne changeant riea daîl#- 
leurs. aux formules ordinaires de lanalyfe des probabir 
lîtés, il faudroit peut-être les divifer par k bien du 
Ji^ueiu: diminué de la. pertç^ ou augmenté du gainj 
je m explique* 

4. Soit,' par çxemple, p\t nombre des cas qui font 
gagner la fomme y y q \t nombre des cas qui font 
perdre Ija fomme ^^ ait bien dy Joueur^ ne feudroit- 
il pas exprimer fon efpérance ( en admettant d'ailleurs les 

formules ordinaires des probabilités) pnr . v^-^^ 

"^'" U— jKp^gr -^ ^^^^ expreffioo me paroît, je Fa^. 
youe., plus exa£te & plus accommodée à la véritable 
utilité des Joueurs , quç celje qy oij employç ordinal'^ 
rement. Cependant il ne'faut pas, ce me femblê, prendre 
cette expreflion pour Ja mife du Joueur, ou pour la 
{fomme qui! 4oit mettre au jeu îiyant la par]de;.çarj 
fuivant cette formule , poux que la pêne qu il craint fut 

égale au gain qu il efpere , il faudroit ^ue -^ — ^7^^ 

fut =r=. Of Or Iji /» ~ ^ par exemple xp^y Tv"4r i%^ 

évident 
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évident que cela eft împoflible ; conféquence qui femble 
'd abord choquante , mais qui approfondie , paroît bien 
naturelle ; car il eft tout (impie quun homme qui aura, 
par exemple , 1 00000 écus de bien, & qui rifquera de 
perdre ou de gagner j 0000' écus, fera beaucoup plus 
iéfé s'il perd , qu enrichi s'il gagne , puifque dans le 
premier cas , il s'appauvrira de la moitié ; ôc que dans 
le fécond, il ne s'enrichira que du tiers. 

y* Voici donc, fi je ne me trompe , comment on peut 
trouver dans ce cas la mife du Joueur , que j'appelle 
X^ } on confidérera qu'après avoir mis cette fomme :j^ , 
il ne gagnera réellement que x — ^iy ai que fon bien 
fera pour lors a^x — ij^; Ôc qu'au contraire s'il perd 
la fomme j/, ceft-à-dîre fi après la partie il eft obligé 
de donner à l'autre Joueur cette fomme , fa perte fera 
réellement >^ H- :(,, & fon bien ne fera plue que <z — 
•y — :^; donc pour trouver l'enjeu x. d^ ce Joueur, il 
faudra oue ^^J^^^^> i- ni—y — K ) ^ 

o ,* & ce qui prouve la bonté de cette formule , ou du 
rupins fon analogie avec les formules reçues, c'eft qu en 
.fàifant abftraûion du bien du Joueur , on trouveroit 

fermement aux formules ordinaires. 

6. Mais , à vous dire le vrai , je ne vois pas avec la plus 
grande évidence que cette dernière formule , même en 
£iifant abftraûîon du bien du Joueur , repréfente né- 
ceffairement la fomnie x. qu'il doit mettre au jeu i car 

Opufc. Math. Tom. If^. L 
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pourvoi ne feroîs-je pas Le raîfonnement Aiivanc qoS 
paroît aflez plaufible f Si le Joueur A qui a mis x. ^ 
jeu ^ gagne y il recevra du Joueur B la fomme » ^ 6c 
par conféquent gagnera x — ^.i ^ U perd y il devra^ 
outre la fomme ^ qui appartient déjà au Joueur £> 
lui donner la fomme > — t. P^^ completter la fom- 
me >r que le Joueur B doit avoir en ce cas-là ; donc 
le Joueur j4 débourfera & perdra réelleiçent , non làr 
fomme^-h:^, mais la fomme t-H>~îC=J^> ^"^^' 
il faudra faire P^^—^^—^f^ =. q. , & non pas; 

f<^?)-^0-^r) ^ ^ qui donnera ^= T^^V , 

Je ne prétends pas donner cette formiile pour bonne; 
;e dis feulement qu-on peut auffi apporter des raifons 
i^çieufes en fa faveur*. 

7t On peut faire y je crois y Air le calcul ordinaire 
des probabilités Ôc Tanalyfe des jeux de hafard^ plu- 
lîeurs autres réflexions , que je propoferai comme de Am- 
ples doutes y & dans Tordre à peu près oà elles fe font 
préfentées à mon efprit- 

8* Il me feroble d'abord que toutes les klées à^ejfé^ 
rancây d* enjeu , de fomme quil faut donner pour jouer 
au paîr^ ne font pas bien faciles à fixer d^unc manière- 
précife,. 

p. La difficulté vient ^ fi ^ ne me trompe , de ce que 
ridée àiefpérancc enferme deux chofes ; la fomme qu oa- 
dpére , & la probabilité qu on gagnera cette fomme* 
Or il me femble que c'ed principalement la probabL^ 
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£ie\q\û doit régler lefpérance ; & qxie (a fomme cfpé* 
rée ne doit y entrer , fi Je puis parler de la forte y que 
d une manière fubordonnée au degré de probabilité : ce** 
pendant on les fait «ntrer toutes deux paiement & de- 
là même manière dans le calcuL 

10. Je ne (aïs (en conféquence de cette réflexion) 
fi le/pérancc eft bien eftîraée en général, en multipliant 
là fomm^ à eïpérer par la probabilité. Qu'on propofè de 
choifir entré loo combinaifons , dontpp feront gagner 
mille écus) & la 100* pp mille écus ; quel fera Thom- 
îhe aflez înfenfé pour préférer celle qui donnera p^ mille 
^cus ? Ltfpèranct dans les deux cas n eft donc pas réeU 
hment la même; quoiqu'elle foit la même fuivant les 
jégles des probabilités. 

11. Cela ne prouve-t-il pas que ceft principalement 
la probabilité, bien plus que la fomme efpérée, qui cont 
titue lefpéraace f car quelle que foît la fomme efpérée , 
queft-ce que Icfpérance fi la probabilité eft fort petite f 

12. Dans Tanàlyfe des hafards, on regarde la cer- 
titude comme i , & la probabilité comme une fraâion 
de la certitude; cette fuppofitîon eft -elle bien exa£le 
\ tous égards? Car mille probabilités né feront jamais 
une certitude. D'ailleurs, s'il y a certitude qu on ga- 
gnera 500 îiv. & probabilité \ quon gagnera 1000 liv, 
dira-t-on que les deux cas font les mêmes ? 

ij. Suppofons qu'un Joueur de dez A propofe à un. 
Joueur B de lui donner 5 Iiv. , quelque face de dez qui 
vienne ^ l'efpérance du Joueur B fera 3 Iiv. par les té- 

Lij 
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gles de probabilité; il devra, pour jouer au pair, doti^. 
ner cette fomrae au Joueur A^ & sqprès le )eu , tii lu» 
ni l'autre n'aura perdu ; comme avant le )eu ni lun ni 
l'autre ne rifquent rien. Mais fuppofons que le Joueur 
jdfpropofe au Joueiu: B de lui donner 18 liv« s'il amené 
6 î l'efpérance , & par conféquent la mife du Joueur 
B doit être 3 liv. comme dans le cas précédent. Ce* 
pendant dans ce dernier cas il rifque , puifqu il peut 
perdre les 5 liv* qu'il a mis au jeuj £c dans le premier 
il- ne rifque évidenunent rien:. peut-on dire encore une 
fois que les deux cas font les mêmet î On répondra 
peut-être que dans le premier cas il ne gagnera ni ne 
perdra , & que dans le fécond il peut gagner ; cela prou- 
ve feulement ce que j avance , que les deux cas font 
différens; d'où il s'enfuit, ce me femble, que ces deux 
cas ne devroient pas être repréfentés par la même formule,. 

14. Pierre dit à Jacques;, nous allons puer à croix 
ou à pile en 100 coups; (i \t n'amené croix qu'au loo^^ 
coup. Je vous donnerai 2*^ écus; û je l'amené avant, 
)ç ne vous donnerai rien. On trouve que Jacques doit 
pour fon enieu donner un écu à Fierre ; aflUrément 
pierre s'enrichiroit à jouer tous les jours ce jeu ; & il 
n'y a perfonne qui ne fît ce marché; peut -on donc 
croire que quand Jacques a donné ou mis au jeu fon 
écu, fon fort devienne égal à celui de Pierrci 

ly. Un homme , dit Pafcal , pafferoit pouj: fou , s'il 
héfitoit à fe laifler donner la more en cas qu'avec trois 
dcz on fît vingt fois de fuite trois fix , ou d'être £017 
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pereur fî on y manquoît ? Je penfe abfolument comme 
lui ; mais pourquoi cet homme pafferoic-il pour fou f 
ù le cas dont il s'agit ^ eft phyjiquement poiUUe f U faut 
donc dire qu'il ne 1 eft pas ; quoiqu'il foit poi&ble ma- 
ihémaiiqutmtnu Voyez fur cela le fécond volume de 
mes OpufcuUs Mathématiques ^ 6c le cinquième de mes 
Mélanges de Philo/bphie. 

i6. Si un Joueur que j appelle v4 a dans une main 
m pièces > fie /z dans l'autre y & qu'il joue contre deux 
hommes que j'appelle £ 6c C^ à l'un defquels il doives 
donner ce qu'il a dans une main ^ 6c à l'autre ce qu'il a 
dans l'autre ; il efl évident y dit-on y que ce Joueur A^ 
perdra m -i-/2; donc les deux Joueiurs B y Cy doivent 
lui donner m^^n pour jouer à jeu égal ; donc chacun 

doit lui donner -^^^^ ^^"^ ^^ ^^ jouoit que con^ 
tre un feul y B ou C, ce feul Joueur devroît lui don- 
ner ~^; voici mes difficultés fur cette foludon» 

i^« Il faut que moyennant la mife de part 6c d'autre y 
le fort des Joueurs foit égal. Or dans le cas où il y 
a un Joueur A contre les Joueurs B y Cy It Joueur A 
ne perdra abfolument rien ; l'un des deux autres Joueursr 
perdra 6c l'autre gagnera ; ainfl il n'y a point d'égaHté 
de fort entre ks trois. 

a?. Dans le- cas où il y a deux Joueurs B , C contre A^ 
le Joueur A ne perd rien y dans le cas où il n'y a qu ua 

Joueur B ou C^qffx lui donne funplement ^^^ > il 
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peut pordrc ou gagner : le fort du Joueur A n eft donc 
pas le même dans les deux cas. Donc le cas d un Joueur 
ji qtu joue contre B Sx, Cy ou d'un Joueur A qui joue 
contre un feul Joueur B , n eft pas le même ; par con- 
féquent on n eft pas fondé à conclure de lun à Fautre» 
En un mot y dans le premier cas y dès que chaque Joueur 
a mis fon enjeu y Tefpérance fie la crainte de chacun 
f& nulle f dans le iecond y refpérance de chacun eft 
quelque chofe ^ & la crainte eft quelque diofë au0i; 
donc ce neft pas le même cas« 

!?• Pour favoîr qxiel eft favantage \ une Loterie; 
on fuppoiè ordinairement qu un des IntéreflTés prenne 
toute la Loterie \ lui feul ; dans cette hypothèfe on 
trouve aifémeiit le rifque qull court ^ & on prend ce 
{ifque pour celai de chacun des IntéreflTés ; il me (eïnr 
ble que cette méthode d'apprécier le rifque neft pas 
bonne; car que là Loterie foit avantageufe ou défa- 
vantagcufe aux IntéreflTés , le gain ou la perte de celui 
qui prend toute la Loterie eft certain ^ 6c au contraire 
k gain ou la perte de celui qui ne prend qu'une partie 
de la Loterie eft douteux ; on ne fauroit donc regar^ 
4ef les deux cas comme étant les mêmes. 

i8« M de Buflfbn y comme je l'ai déjà remarqué aîl<- 
leurs , eftîme différemment des autres Auteurs y la pro- 
babilité de la durée de la vie« Si de m perfonnes de même 

Age , il en eft mort ~ au bout de p années , donc il 

J ^y dit-il ^ un contre un à parler pour chacun ^ qu au 
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Bout de p années , il fera mort ou vivant ; donc fon' 
cfpérance de vivre eft/ années. Ce raifonnement ^ quoi- 
que différent de ce\ix fur lefquels on établit d'ordinai- 
re cette probabilité^ eft affurémént très-fimple & très 
plau/ible; or ne pourrai-je pas dire de même? S*il y a 
une Loterie où la moitié des billets porte 20 fols & 
au-delà, l'autre moitié' portant ee qu'on voudra^ &, iî 
Ton veut , rien du tout , il y a un contre un à parier 
que celui qui mettra à cette Loterie , gagnera ao fols>: 
donc fefpérance de celui qui met à cette Loterie , ièra^ 
20 fols. Cette conféquence paroît bien naturelle; ce- 
pendant cette manière d'eftîmer l^ejpérance feroit fort 
différente de celle que pourroit donner la réjgle ordi- 
naire des probabilités. Car, fuivant cette rigle , il ne fuf- 
fit pas de fçivoir en gros que la moitié des billets porte 
ao fols & au-delà, pour fixer Tefpérance à 20 fok:iJL 
feut f^voix ce que chaque billet doit donner en^ par- 
ticulier , & divifer la fomme de toutes ces Ibmmes^ 
par la fomme des billets , ce qui peut faire beaucoup 
^lus ou beaucoup moins que 20 fols. 

i^.S\ le cas, déjia tant cité, des Mémoires de Pe»- 
tersbourg, ou Ton trouve X infini pour enjeu au jeu da 
croix & de pile, demande une folution particulière:, 
différente de celle que donne le réfultat des réjgles or- 
dinaires des probabàités , pourquoi ce réfultat donner 
t-il dans les autres cas des (blutions que tous lés Ma- 
thématiciens ont admifes jufqu ici fans reftriSlion f N'efl* 
ce pas une preuve que ces régies ont befbin d'être nKi'- 
iSâées à certains égards l 
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20. M. Daniel BernouUi dit^ dans les Mémoires de 
Petersbourg , Tome V , qu au jeu dont il s'agit ici y il 
n y a perfonne qui ne donnât fon efpérance poiu: vingt 
écus une fois payés. Or les vingt écus & fon au-delà 
doivent être payés par Tadverfaire fi croix n'arrive qu au 
fixiéme coup , ou par-delL Ainfi donner fon efpérance 
pour vingt écus , n eft-ce pas fuppofer tacitement que 
file n arrivera pas fix fois de fuite ? Cependant cette fuppo- 
ficion pourroit être trop hafardée^ & je n'en demande 
pas tant ; je veux feulement qu on m'accorde que pile 
ne peut arriver (phyfiquement parlant) un grand nom- 
bre de fois de fuite, 

21. Il eft au moins (ur que donner fon efpérance 
poxir vingt écus, ceft fuppofer tacitement que croix 
arrivera infailliblement avant le quarantième coup ; 
puifquen fuppof^it que croix doive arriver infailli- 
blement au quarantième coup pour le plus tard , Fef- 
pérance, fuivant les formules ordinaires, feroit vingt 
écus 9 & je veux bien à toute rigueur m'en tenir à 
cette fupppfition, (^t croix arrivera certainement avant 
le quarantième coup ; quoique peut-être il foit vrai de 
dire, ( toujours /^A^^tf^/izM/ parlant) que croix arrivera 
beaucoup plutôt. 

22. Eft - ce par la probabilité ou par ime. puiffance 
de la probabilité (plus grande que lunité) qu'il faut mul- 
tiplier la fomme efpérée , pour avoir l'enjeu , fur-tout 
quand la probabilité eft petite f Je vous prie de pefer 
de nouveau les réflexions que j'ai déjà faites plus haut à 

ce 
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'et if^et ( tf ) y 6c defquelles il réfuite que quand la probabi-^ 
lité çft très-pedce^ lapuiflànce dont il s'agit^ paroît de- 
voir être plus grande que funité y au moins dans le cas 
où le même événement eft fuppofé arriver un très-grand ^ 
nombre de fois de fmte? 

25. Selon M. Daniel BemouIH ^ H y a 1^ parier près de 
1 y 00000 contre un que les^ fix Planètes , abandonnées 
ail hafard^ ne devroient pas fe mouvoir dans une auflî 
.petite ïone que celle où elles fe meuvent* Si elles fe 
trouvolent dans le même plan ^ M Bernoidii ^ comme 
je lai déjà remarqué ailleurs ( Voyez Tome V de mes 
Mélanges de Philq/ophie ) trouveroît llnfinî contre un 
à parier ^ fie il en concluroît que cet arrangement ne 
pourroitêtre FefFet duîiafard. Cependant^ à parler Ma- 
thématiquement , ce cas eft tout aufli poflible que queU' 
que*autre que ce foit en particulier. Pourquoi donc ^ en* 
côfe une fois^ le diftînguer des autres ? Ceft^ dîrà-t-on ^ 
que cette uniformité annonce une caufe. Je le veux 
bien ; en ce cas ^ je dirai de même que Tuniformîté de 
croix arrivant cent fois de fuite y annonce auffi une eau- 
ft ^ & que par conféquent fi on ne fuppdfe point dau-^ 
tre caûfe que le hafard > croix ne fauroit arriver cent 
fois de fuite. 

^ 24v£n général^ s*il eft vrai que toute uniformité fin- 
gniiere d'événeméns annonce une caufe v^ dès qu on né 
ibppûferà point de caiife ^ on ne dojt point fûippofejt 
d uniformité extraordinaire; donc tous les cas qui ren<; 

( tf ) Voyeï rarcide V du pt^fent Mànoire, . ' 

Oj>uJc. Math. Tom. IF\ M 
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ferment tine uniformité confiante & hors de 1 oïdsO 
naturel , ne doivent point être regardés comme des car 
fh^Jîquemtnt poffibleSr 

aj» Cela, eft (î vrai y qu un Joueur qui auroit vu arriver 
croix cent fois de fuice , parieroit pour croix z la cent 
imiénie ; parce qu il n efi pas vraifemblable y & qu il eft 
peut-être impolTibk que croix arrive cent foisr de fui* 
te fans quelque caufe particulière} & ce fera vraifem- 
blablement parce que le c6téj>ià eft le plus pe£int ^ & 
doit fe trouver deiïbus» 

26^ Mais 5 dira-t-on, accordez^vous avec vous-mê- 
me,. Vous prétendez, ici que croix arrivera au cent unième 
coup s'il eft déjà arrivé cent fois, & dans votre Mé- 
moire fur les Probabilités^ Tome II de vos OpufcuUsy 
TOUS dites qu'il y à parier que pile arrivera y lorfque 
çrdx eft arrivé plufîeuis fois de fuite» Ma r^ronfe eft 
qu'il faut diftinguer ici- les dîIFérens cas; voici mon rai- 
fonnement bien développé* Sî le hafard fèul décide de 
Tévénement , cro/of ne peut arriver, feloamoî, un grand 
nombre de fois de fuite; cela me paroît prouvé par les. 
laifons que f en ai données ci-deiTus & ailleurs. Doue & 
f/io/;t arrive un grand nombre de fois de fuite y pai 
exemple, cent fois, ceft une marque qu'il y a quel* 
que caufe particulière qui amené croix préférabiement 
à piit ) fl y a donc à croire que cette caufe flibriftant,. 
^oix reviendra au cent unième coup ; mais s 3 n'y z 
point (f autre cauie fuppofée que le pur hafard , il eft 
phyfiquement impoilible que croix arrive cent fois > oi£ 
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nn très-grand nombre de fois de fiiite. Mais 3 n eft pas 
tmpoflîblè qull arrive de- fiihe un petit nombre de fois« 
Donc quand croix fera arrivé un alTez pedt nombre de 
de foi» fiiite ^ il y a à parier pour pile le coup fuivann 
27. On dira fans doute encore ; maïs £1 croix eft art 
mé deux fois , pourquoi pas trois ? lî trois , pourquoi 
pas quatre , & ainfî à Finfini ? 
i**. Avec un pareil raifonnement, on prouveroît bien 
des ablurdîtés. On diroit, par exemple : s'il m'eft în^ 
diflférenrde perdre deux fols , poùrcpioî ne me le ièrot^ 
il pas^tfe perdre trois fols ; fi trois, pourquoi pas quatre ^ 
fi quatre 5 pourquoi pas cinq? Et ainfi on iroit jufquli 
un million. On pourroit dire de même : il eft à peu prèfc 
égal de mourir dans une heure que dans deux , dani 
deux que dans trois, dans trois que dans quatre, 6cc. 
où faut-il s^arrêter ? 

2^. Qu on prenne un grand nombre de termes de cette 
fuite T> 7> T^ &<^ la fomme pourra être cenfée sss i • 
or je demande combien il étudia piendce de termes pour 
quon puifie faire cette foppofidon f On poiH^roit faine 
de même une infinité d autres queftionfi femblabies, (ùr 
lefquels le calcul ne peut avoir de prifo ; parce qti'ii ne 
fauroit jamais déterminer d'ime manière pi^i^e dt n- 
goureufe les choies morales. 

3^, La réponfe direôe à Tobjeâion, c'eft cpiè tous les 
cas voifins & comme infiniment proches que Ton com- 
pare, ne font pas rigoureufement les mêmes; â y z 
entre chacun une petite différence qui s'accumiile le 

Mij 
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devient fenfible après un certain terme* -^ ^ 
^. D'ailleurs quand croix eft arrivé un certain nombre 
de fois 3 on ne (fit pas que croix ne puifle abfoliunent 
àrrivet au coup fuivant y on dit feulement qu'il eft plus 
probable que pile arrivera. 

ai. Mais^ dira*t-on enfin^ quel eft le terme où la 
probabilité commence à devenir nidie ? Je n'en fais rîen^ 
& c'eft peut-être une queftion que le calcul ne (auroit 
xéfoudre. II me fuffit d'avoir expofé les doutes ( bien 
fondés 5 ce me femble ) qu on peut avoir fur la théorie 
ordinaire des probabilités ; doutes que je ne poufleraî 
pas plus loin quant à préfent y & qui me paroifFent ne 
pouvoir être rendus trop fenfibles aux Géomètres ^ pour 
qu'ils s'attachent ou à les lever ^ ou à réformer la théorie 
d'après ces doutes. 

VIL Sur la durée ie ta vie. 

Le» réflexions que yt viens de vous propofer fiir l'ana^- 
lyfe ordinaire des hafards ^ me conduiront à d'autres fur 
la manière dont on calcule la probabilité de la durée 
de la vie. U y a pour ceh deux méthodes dont le ré^ 
fiiitat eft différent ; la première ^ qui eft celle que tous les 
Auteurs ont fui vie ^ confifte à déterminer cette proba- 
bilité par la vie moyenne y c'eft-à-dîre^ par l'aire de k 
courbe de mortalité divifée par le nombre des vivans 
. de même âge \ voyez^ mes Opufcules y Tome 11^ pa^ 
7^ 6c Suivantes. La féconde y adoptée par M. de BuJf- 
fon ji c eft d'eftimer cette probabilité par le nombre d'aar 



jSUR DIFFE'RENS SUJETS. pj 

n^es au bout defquelles la moitié précife des vivans 
fera morte. Jai averti, page ^6 de l'Ouvrage cité , que 
c eft pour cela qu il fe trouve une fi énorme di£férence 
dans les premières années entre la table de mortalité 
de ÏHiJloire Naturelle âc celle de M« Daniel Bernoul- 
a y & je ne fais pourquoi ce dernier, après avoir lu ce 
que j'ai dit fur ce fujet, perfifie à croire ( Mém« Acad. 
des Sciences de Paiis, 17(^0, page 28) que b dif-- 
férence vient d'une faute d'impreflion dans la table de 
VHiJioire Naturelle ; quoique la raifon de cette diffé- 
rence énorme foit évidemment celle que jfai rapportée. 
Quoi qu il en foit , la feule différence entre ces deux 
manières d eftimer la probabilité de la durée de la vie, 
prouveroit qu'on n a point encore de méthode (ïire pour 
cet objet ; aufli yais-je tâcher de faire voir par les ré-* 
flexions fuivantes , que l'une 6c l'autre méthode eft fu« 
jette à des difficultés. 

I. Et d'abord quant à la première méthode, foient 
deux courbes de mortalité AQ^ CD , AO CD , (Fig. 7. ) 
dont les aires foient égales , mais dont lune converge 
d'abord vÉrS fon ajte bien plus promptement que l'au- 
tre ; la vie nioyenne eft la même dans les deux cas ; 
dira-t-on que lefpérance de vivre eft la même f Dira- 
t-on , ce qui en feroit une conféquence, que deux per- 
sonnes placées dans les deux cas , pourroient changer 
indifféremment' de fon lune avec l'autre f U me fem- 
ble au contraire que dans le cas où la courbe de mor- 
talité eft AQCD^ le fort eft beaucoup moins favora- 
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ble ; par la raîfon ~qu il y a beaucoup plus de rîfque de 
mourir dans les premières années^ que iorfque la cour« 
be de mortalité eft AOCD. 

a. Si tous les hommes d'un m^e âge ; & qu'on 
fiippofe être du nombre m j vivoient / années^ & qu'au 
bout de ce temps ils vînflcnt à périr tous à-la-foîs , 
leur efpérance de vivre ^ fuivant la méthode dont il s'agit^ 
feroit / > 6c cette efpérance feroit une certitude ; mais 
slls vivoient en tout 2/ années l'un portant l'autre^ 
& qu'il en mourut chaque année un nombre égal^ l'ef- 
pérance de chacun feroit de même/; or dans ce der- 
nier cas ^ l'efpérance n'eft (\{x\me probabiliié i peut-on 
croire que les deux cas font les mêmes f Pourquoi donc 
eftimer l'efpérance dans les deux cas par le même nom- 
bre ? 

j. Si fur les perfonnes du nombre m, il en périffoît 

dans le jour ou même dans l'année -7- j & que les au- 
tres vécuflent tous jufquà/r ans^ au bout defqueb ils 
mouruffent tous à-la-fois , l'efpérance feroit -^, & fe- 
roit une fimple probabilité* Sx au contraire ils vivoient 

n Ans 

tous-^^ & qu'au bout de ce temps ils mouruflent tous 
à-la-fois, refpérance feroit de même -^,flc feroit une 

certitude. Nouvel inconvénient femblable dans l'expref- 
iîon de l'efpérance ; car fi le fort n'eft pas égal dans 
fcs deux cas , pourquoi l'exprimer de la même manière ? 



/SUR DIFFE'RENS SUJETS. jf^ 

4. On dira peut-être que le défavantage de n avoir 
'dans le- premier cas qu une fimple probabilité de vivie 

^- années y fera compenfé par h pùjfiti&ti de vhite 

/ ans ; au Ken que dans le fécond cas^ on a à la véri&é 

Ja certitude de vivre *|- an?^ mais en nrëmertemps la 

certitude de ne pas vivre davantage. IVIais il s*agît de lavoir 
fi cette poffihilité de vivre p ans eft capable de corn* 
penfer la crainte de mourir dans fannée ; en un mot^ 
fi c'eft une chofe égale y comme le réfultat du calcul 
le donne, d^être afluré, par exemple, de ^o ans de 
vie , (ni plus ni moins ) ou d avoir d un coté la pro- 
babilité 7 qu on mourra dans l'aimée , ou plutôt dans: 
fheure , & de l'autre la probabilité l qu on vivra cenç 
ans* 

y. Les difficultés font à peu près femblables poiu: la 
ieconde méthode. Au lieu de fuppofer que les m per- 
fonnes vivantes, meurent lune après lautre, enforte 

quil nea xefte que -~ au bout de p années, |efuppofe 

qu elles vivent toutes p années , fie qu'au bout de ce 
temps il en meure tout-à-coup la moitié , c'6ft*à-di«^ 

re -~. Suivant le calcul de la fecomfe méthocfe, Tefi 

pérance fera la même dans le& deux cas; mais cela ie 
peut-il dire? 

C. Dans k cas dont on vîent de parler, H n'y à pas 
|eulem^^<^iM«r,il y zctmtudt de vivre ^aooéesj; 
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danç Tautre U ny a c^efpérance & non certitude^ dans 
le premier cas, outre* la certitude de vivre p années, 
on a encore refpéraace de vivre au-delà , puifqu on peut 

être du nombre des -^ perfonnes qu'on fuppofe ne 

mourir qu'au bout de p années ; dans le fécond op 
n'a pas même Ja certitude de vivre p années, 

7. Dun autre côté, fuppofons que des m perfonnes 
vivantes il en meure tout-à-coup la moitié au commen- 
cement des / années ; par la feconde méthode , la pro- 
babilité de la durée de la vie fera = 0, puifqu au bout 
d*un temps = o il y en a la moitié de mortes. Ox peut- 
on dire que dans ce cas ïtjpérançt fpit =i? ? En effet, 
on pourroit fuppofer ( Fig. 8 ) qu après que la moitiié 
A(^ des perfonnes vivantes yi 5 eft morte tout-à-cpup 
au commencement du temps B D =/ années , toute 
la moitié reliante Q^B vive cent ans, & ne meure qu'au 
bout de ce terniç. Or en ce cas ne pourroit- on pas 
dire : il y a un contre un à parier que je vivrai cenç ans 
ou que je mourrai tout-à-l'heure j donc mon ejpérance 
eft cinquante ans. 

8* De ces deuK méthodes pour eftîmer la probabi- 
lité de la vie , la première eft abfolument analogue au^' 
calculs par lefquels on détermiije l'efrérance des Joueurs 
dans les )eux de hafard ; auffi eft-elle fuivie par un beau- 
coup plus grand nombre d'Auteurs que la féconde, qui 
néanmoins peut avoir aufli fes partifans. Si on ertvifage 
ïefpérance de vivre fuivant l'idée de la première mé- 
thode 
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tlibde^ il me femble que la difficulté eft de lavoir corn- 
mène on doit eftimer la vie en la regardant comme un 
iien y une Jomme miie au jeu. 

S^ Quon fiippo(e une Loterie où après le tirage la 
moitié des vivans meure tout- à -coup, & l'autre vive 
100 ans, 1000 ans, ficc^reTpérancefera ;o, ^ooans,&c« 
Quel efl rhofnme qui voudra mettre ii cette Loterie , & 
qui ne crut, en y mettant, rendre fon fort bien pire, quoi- 
qu'en reftant dans Tétàt ordinaire, fon e/perancede vivre, 
à quelqu âge que ce foit , foît moindre que $0 ans f 

ïo. Or pourquoi dans le premier cas le /an eft^il 
réellement plus défavantageux que dans le iecond , qui 
eft Tétat ordinaire, quoique le calcul donne dans le 
premier cas Xtfpirance plus grande ? C'eft que dans le 
iecond cas le rifque de mourir eft départi ftir un long 
efpace de temps , & qu il eft affez léger à chaque petite 
partie de ce long temps ; au lieu que dans le fecond 
cas, ce rifque ie trouve tout d un coup \ dans un temps 
très-court ; confidération qui doit entrer dans le calcul ^ 
que tout homme même y fera entrer implicitement,' 
de que néanmoins tous les calculateurs ont négligée* 

1 1. Il Qie femble donc que dans tous les calculs fur 
l'eftimationde la vie, on na pas eu affez d'égard à une 
chofe, au temps qui doit s'écouler entre le moment 
où Ton vit, Ôc celui oii l'cni peut mourir; car, comme 
je Tai déjà obfervé ailleurs , le rifque de mourir eft dau- 
tant moindre, toutes chofes d'aiUeurs égales , qu on doit 
vivre un plus long ten^ps avant de fuccomber à ce 

Opufc. Math. Tom. ir. N 
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rifque ; confidéx'atiôn qui eft ici très-eflentieileV àL <^ 
met fur-touc uh grand poids dans la balance , k>rfqu iT 
efl queilion de perdre la vie fur le champ Ou dans pett. 
de jourb*. VoyeE à ce fujet les Réjltxions fur tlnocw^ 
laiton y T&me II de mes OpufaUts Mathémadquis ^ 
àc Tome V de mes Mélanges de PÂi/oJopAie- 

VIII. Sur un Mémoire de M. Bernoulti concernant' 
P Inoculation. 

!• Puifqu il eft ici queftion de ces Réflexions ^ Mon- 
fieur y permettez-moi de me féliciter du fuifrage dont 
vous voulez bien le& honorer. Poux vous confirmer^ au- 
tant qu'il me fera polTible ^ dans l'opinion uèsHQatceufe 
pour moi^ que vous paroiflez en avoir , jè vous in- 
vite à lire ce que M* Daniel BetnouUi m'a répondu à 
ce fujet (Mém. Acad. des Sciences de Paris, \^6o ).- 
» Qu on fuppofe , dit-il page a , une génération de i jooo- 
^enfans, il eft fur que (i on pouvait les af&anchir de 
3» la petite vérole, on fauveroit par ce moyen la vie 
2> à environ looo de ces enfans.. D'un autre côté , la 
»mémè exemption ne feroit qu'ajouter environ deux 
»ans à la vie moyenne de ces nouvêaux-nés ; voilà 
hideux manières d'envifager le même objet ; mais la 
» première intéreflfera beaucoup plus de monde que la 
» féconde , parce que dans la première on fait tomber^ 
Si l'avantage immédiatement & uniquement' fur les fai»-- 
)> vés^ & que dans la feconde, on diftrîbue fur toute. 
I^k génétaclon le même avantage y qui par l'événement >^ 
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* devient inutile pour douz^ treizièmes de i^içtte gév^^ 
^ ration; je ne fui^ donc point furpris quç le vulgairç 
» foit peu frappé de ce dernier afpeâ:; nuis je ne pui$ 
a» m empêcher de l'être quand je vois* . . , . demander fé- 
» rieujfemeat û c'efl la peiiie de fubjr unç opération telle 
» que riooculation ^ dan^ l'eipérance de prolonger £i 
» yie de deux ans ce. Je fuis très-furpris à mon toiu: qu^e 
M. 3erAoulli ne iente pas le foible de cette réponfe^ 
fans 4ouce lavantage de rinocylatipn fera nul pour ~ 
de la génération y & très grand pour 77 qui feroif mo»: 
de la petite virole ; mais U n y a qu un contre dou?p 
à parier qu'on fc trouvera dans cette dernière claffe ; 
il y a donc douze contre un à parier qu on ne gagnera 
rien à fe faire înocider ^ 6c un contre douze à parier 
qu on y gagnera t)eaucoup; or cette confidération ( fer 
voir Tincertitude où Ton eft dans laquelle des iieux claffçis 
on fe trouve , & la probabilité douze fois plus grande 
quon eft dans celle où il n'y a rien à gagner,) cet» 
confidération, dis-je, diminue beaucoup davantage , & 
fait qu il fe réduit ( par les calculs même de M, Ber- 
nouJfi ) a î efpérance de deux ans feulement dont on 
peut fe flatter d'augmenter fa vie. Jofe prendre ici tous 
les Analyftes pour Juges entre M, BernouUi & moi^ ce- 
pendant ( le croîrez-vous ? ) c'eft après un tel raifonne- 
-ment que M. BernoulU m'^exhorte à me mcitrtaufait 
des madères que je traite, 

2. Pour faire connoître à ce grand Géonoetre ^ j6c-fur- 
«cMit à vous y Monlieur ^ donc le iiiffrage m'eft il p^- 

Nij 
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deux , que j ai râché ^ avant & depuis fes confeils^ de 
me m^^^Tf au fait de cette importante queffîon f je vais 
vous faire part de quelques autres objeûions que m'a 
fournies la leûure de fon Mémoire,. M, BernouUî trou- 
ve, (page 21 ) fîx ans un mois pour la vie moyenne 
des nouveaux-nés qui doivent mourir certainement de 
îa petite vérole; & pour ceux qui nen doivent point 
mourir , il trouve ( page 33 ) la vre moyenne de vingt- 
neuf ans neuf mois. Or il y a, félon lui, douze con- 
tre un pour le fécond cas ; donc la vie moyenne des 
nouveaux-nés en général devroit être , félon lui , [ 1 2 x 
ap ans p mois 4- i x d ans i mois J: 1 3=2^ ans p mois 

10 ans 9 mois . ^ans i mois •■ /• «^ - n 

LliîLiL^ ^^ j ce qui ne feroit pas juffe 

& ne s accorderoit pas avec fes autres calculs ; car 2^ 

%9 ans.5^ mois * 

ans p mois — j- =25 ans p mois — 2 ans — 

3an&^;pmois _^ ^^ ^^ ^ ^^^j^ enviTon', ôu exaûemcntr 

^ • •ifv •>•> ç ans I mois 

^7 ans <f mois moins ^-^ ^ a quoi ajoutant j- = f 

mois -r- y on awa , d après les hypothèfes même de M.. 
Bernoûlli , 27 ans 1 1 moi« moins rj pour la vie moyen- 
ne de ceux qui ibntexpofésà la petite vérole ; ce qui 
eft bien différent de 2tf ans 7 mois que trouve M, Ber- 
nouUi^ page J3 de fon Mémoire. Peut -on compter 
après cela fur fes hypothèfes & fes formules ? 

3. Cependant notre calcul eft très-jufte , daprè& ces 
tiypothèfes. Car foit a le nombre des efifans nouveaux^ 
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nés ; i 5 ceux d'entr'eux qui mourront de la petite vé- 
role ; Cy ceux qui mourront d'autres maladies ; foit auffi 
^ ce qui refte du nombre 6 au bout du temps ;i^^ n ce 

qui refte du nombre c, on aura j — j — pour la vie 

moyenne des enfâns 6^ èc fJl—fL^ pour celle des au- 
tres ; & d'après le calcul que nous venons de faire ^ on 
aura pour la vie moyenne du total — f hT' "*• ~" ^ 
^ = y-i-: ;^ comme on le trouverojt 

direûement par la méthode ordinaire. 

4. En fuppolant avec M* Bernoulli 2^ ans 7 mors 
pour la vie moyenne des hommes, ce quieft confor- 
me aux tables de Halley , on devroit avoir ( x étant la 
vie moyenne des nouveaux-nés qui doivent mourir de 

petite vérole) -^^|-^Ji^^-^^^<-5î2^^^ 

donc X feroit négatif, ce qui eft abfurde. 

%. De-Ià il eft aifé de conclure que les réfultats des 
calculs de M. Bernoulli méritent alTez peu de confian- 
ce y puifqué ces réfultats saccordent fi peu entr eux» 
Je pourrais faire à ce grand Géomètre tfâutres objec- 
tions fur fon analyfe même ; mai?; j[e les réferve pour 
un aiitre temps ; celles - ci fuffifent pour hil infpirer 
quelque défiance de Fexaftitude de (a médiode. 

6. Je répondrai feulement en deux mots à une ob-« 
jeâion de dMt BeraouUi» J^avois obfervé i^Opufcults^ ^ 
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Tome II, page 7a) qiie, îuivaae 1 opinion des Méde-î 
idns y oi\ eâ plus fojct à la petite vérole dans k$ pi^ 
snieres années, 6c fur-tout vecs ht dixième, que dans 
les précédentes ôc les fuivantes > d*où j'ai conclu que 

la fra£lion -^ qui, felonM. Bernoulli, exprime ce rap- 
port , n eft pas confiante comme il prétend ( en quoi il 
eft coniîredit par l'expérience ) fie qu elle paroît devoir 
augmenter jufqu à Page de neuf à dix ans , & enfuite dé- 
croître. M. Bernoulli , dans une note de fon Mémoire , 
page 19 , m'exhorte à faire ime répartition du nombre 
/î, tel que la fomme de ceux qui mourront de la petite 
vérole foit = — des vivans, A cela voici ma réponfe: 

M, Bernoulli fait d'abord — = Tî^€Jafuite-^ (nombre 

des varioles qui meurent à chaque âge) t= auffi \ fie 
cônftant. Or, i^ je dis quon ne doit pas fuppofer n 
confiant, mais s^/x-f-a, /z étant confiante, & • une 
variable , telle que /z -f- p» diminue jufqu à Tâge de neuf 
à dix ans , fie augmente enfuite , de manière que « foit =^ 
o à fâge de neuf à dix ans. 2^. Qull n eft nullement cer- 
tain que dans cietté fuppofitîon on doive faire la conf- 
iante /z = 8. 3®. Qull eft abfôlument contre l'expérience 
unanimement reconnue , de dire que m foit confiant 
pour chaque âge ; qu il eft au contraire certain que la 
petite vérole efi beaucoup moins dangereufe dansTenfan- 
ce ; d'où il fuît qu au lieu du nombre confiant m , il faut 
fuppofer m -h A, /t étant pofîtîf d'abord, 8c négatif en* 
'fuite, ^t Qu'il n eft nullement certain nx)ft plus que dauf 
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cette fuppofition ^ on doive faire le nombre confiant m 
ëgal à 8 ^ comme le fuppofe M. BernouUi. Ainfi dans 
réquatioii de M. Bemoulli, on na.qua mettre /s «4^ # 
au lieu dt m^ m étant toujours poficîf^ ôc allant d'at>or4 
en diminuant Jufqua zero^ puis en augmentant; & au 
lieu de m, on na qua mettre i»^ •+• ^ , k étant polittf 
d'abord & négatif enfuite ^ Ql m^ n étant des non^net 

conftansî on trouvera f ^.fomme des varioles morts 

J mn ^ 
c ,.^w ^"^« f- dxc J ^^*^ ^^ 

or pourquoi ne pourroit-on pas faire fur m , « , ^ 6c 
« des fuppofttions telles y que quand x eft égal à envi- 
ton cent ans , c eft-à-dire à la plus grande durée de la 

rdx 

vie, cette quantité fût égale àj ( ■■ ^ ^^^ ~. r 

( 1 H- J — — -^ )) formule qui donne à M. Ber- 
nouUi le rapport i- poin: ceux qui meurent de la petito- 
vérole ? Il me paroît évident qu on peut , dans un' 
grand nombre d'hypothèfes , rendre ces quantités égales 
pour une feule vafeiur de x ; puifque k fk. m font va^ 
riablës 6c celks qu'on voudra^ bi m^iiy conftantes auflU 
telles qu'on voudra. Il n'eft pas d'ailleurs aufli néceP- 
£dre que M». Bernoulli le croit ^ que cette fbnmde lion- 
ne le noinlue des morts de la petite vérole ssa ài^exac^ 
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teiiient ou à très peu près. Car^ i^« félon M. Jurin^il 
meurt de la petite vérole foixanteniouze perfonnes fur 
mille ^ ceft environ r* ^ou pj fur 1500, fie non 100 
comme le prétend M. Bernoulli. a^. Selon une autre 
fùppofition de M. Bernoulli^ fur 1300 perfonnes^ il 
y en a 800 qui prennent la petite vérole > ôc félon M. 
Jurin ^ il meurt 7 de ceux qui prennent la petite vé« 
rôle ; or ~ s= 1 14 à très peu près ; donc fur 1 300 per- 
fonnes^ il en devroit mourir 114 ; la différence très- 
confidérable de ce réfultat avec le précédent 5 prouve 
de nouveau combien les hypothèfes de M, BernouUî 
font peu certaines. 3^. Selon M. Jurin ( Voyez les Mé- 
moires de l'Académie des Sciences de Paris ^ 17^4^ 
page 5^4) fur 514 enfans qui reftent de looo à fâge 
d'un an ^ il en meurt 72 de la petite vérole, le refte a 
péri depuis la naiiTance jufquà un an, par d'autres ma- 
ladies ; donc fi on fuppofe que les 10 1 perfonnes qui, 
félon Thypothèfe de M. Bernoulli , meurent de la peti- 
te vérole fur 1300 enfans nouveaux-nés , ne com- 
mencent à mourir qu après la première année, il fau- 
dra que ^ a=2-isf-^ au moins à très peu près, ce 

• 9 /% •/* 7^ X 1000 • 00 

qm n eft pas , pmfque ^^ = environ 1 1 7. 4®. Se- 
lon le même M^ Jurin, prefque la moitié des hommes 
meurt avant d avoir «u la petite vérole ; donc puifque 
la moitié de 1300 efl tfyo, il s enfuit que 6^0 perfon- 
nes fur les 1300 ont la petite vérole; & comme il en 
rneurt 7, il s enfuit que fur 1 300 perfonnes , il en meurt 

93 
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^5 à peu près de la petite vérole. En voilà ^ ce me fem* 
ble^ aflez pour faire voir que les réfultats des calculs de 
BernouUi ne font rien moins que certains ^ quelque in- 
^énieufe que foit d'ailleurs fon analyfe« Je pourrai^ Mon- 
iteur y dans une autre occafion ^ û ces remarques ne 
vous paroiffent pas dépourvues de fondement, vous en 
communiquer de nouvelles fur Tanalyfe même de M. 
fiemoulli y ôc fur la manière dont je penfe que les avan- 
tages jde linoculation doivent être calculés» 

Fi/i du vinff'troijiémt Mmoîu. 
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VINGT-QUAT"" MÉMOIRES 

JSouvelles ncherchesfur tes Vexrts Ojitiqucs.^ 



$. I. 

Brécis des Recherches fur ce fujet^ imprimées dans tù^ 
Mèmoiies de V Académie de if6^^ 

i^é /Vprès avoir donné dans ces Mémoires œie théo- 
rie de laberration , . encore plus (impie que celle qui 
eft imprimée dans le.troifiéme.volume de mes Opufcu-^- 
les ^ chsi^..^ y j'ai i;emarqué que dans Tarticle 441 de 
ce même troifiéme volume ^..0x19 omis par mégarde dans^ 

lé coefficient d^ ^^^ le terme ^ " ' (^^ \^^ 

qui réfulte de Topéiration indiquée dans cet article; cet- 
te omiflion , qui ne touche en rien au fond de la mé- 
thode , étant réparée, donne des réfultats beaucoup 
plùsrfimples que ceux qui ont été trouvés dans quel- 
ques endroits de cet Ouvrage. 

a^.Et d'abord dans les articles ^6 ôc 7;8> A* dott: 
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lèse augmenté de ~ ; dans rardcle 7jp le premier 

membre doit étreaiigmenté de — ^^^ •+- r-ï -— •+• 

^^^ (it); ce qui donne- -hCF 

— P*^ie^(F-F*)H-ie(P-i)(2P'-î-m')3x 

4- r; = o ; d OU 1 on ure . pour le cas de 

-P=i > T4 > ^ ~ 1 3 yp8 , * ==57 ( qui eft le feul cas que 
nous comfîdârons quant à préfent) Téquation» 5^-22. — 
o, 910 ^_ ^> 4M _^^ ^ p^^ anéantir Taberration en 

largew; 

5* Faifant de même des correûions femblables dans 
l'article 7(J7 flc les finvans y on aura aifément les for- 
rtnules .pour le cas d'un objedif formé de deux matières^ 
dont lune feroit renfermée au-dedans de lautre. Nous 
trouverons dans cette hypothèfe pour laterration en 
largeur ^ iine équation beaucoup plus fimple que celle 
^e 1 article 770 du volume cité ; car le coefficient de 

— î — s'évanouit^ & Téquation fe réduit < Mém. AcaA 

«7^4^ page P7 &98)a — -^ }r— — h- : 

tss Oy F étant le coefficient de — dans Téquation de 
f aberration latitudinale pour deux lentilles ^ if le coëf- 

< le) On fera aifément la correAion analogue dans Tarticle 7^0 , 
«U l'on fujppofè finie la diâance / de Tobjet, 

0$ 
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ficient de -37- dans la même équation , Alcetid de— -jr 
& Z' étant == k {Fm^ Pm'). Confidérons ici feu- 
lement le cas de P= i, ;4, P'= i, S9^ y * = 7r 
ce qur donnera les deux équations 

Q>343^ ■ o,i^o Q>H3Î 0,1 n a _^ o.^9» _. 

rr ^r M^ /)^ x/ 

-^î^îZî* si-Q^ pom Taberration en longueur. Et pout 

A A 

Taberration^ en largeur^ on wra l'équation ^^ -K 

0,0494 0,09^% ^ 

Ces formules conduiront évidemment à des réfiittats^ 
beaucoup pFus fîmples que ceujt de Tarticle 770* 

4* Nous avons de plus donné dans les Mémoiresr de^ 
17^4 y les équations pour le cas de F= t , jy ^ JP'ss r^ 
tf , Xr= i , & les courbures des furfecês qui en réful*^ 
tênt; âc ces formules^ les feules que nous tranlcrironr 
ici, font telles qu il fuît, en nommant par ordre, ryfy r y 
/ les rayons des furfacës des trois lentilles qu on fiip^- 
pofc immédiatement appliquées Fune contre l'autre , fie 
R la diilance focale qu on veut donner à lobjeâtif ij^ 
r=-*-o,yp8(îiS 

r^ = -+- 0,7288 Jî 

/=— i,8ri(J^R 

o« bien r ==•+■ 0,4(5 joJC 



/==— iî>yp4 R* 
'y. Enfin lioùS dsroni mdntié que fi ^6 ou —rpT^^ ft> ** 

lieu de j ^ on peut employer avec fuccês , en fe fervant 
de» mêmes madères y les deux objieâife fuivsm» 

r^^-^r o,S9S6 R 

f^^0,S2SsR: 

/sa— lySofSlt 

«a biea rsas-j,.-? — 

, . 6R 



/— 
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'i^* On- peut voir dans lefr Mémoiires de f Académie^ 
de î7<^4>; la tjbiéorie de cesr objeâifa ooqipofës de troi^ 
lentUks ^ & en^ quoi confiftent leurs avantages lui le» 
ojbjef^ cailipofés de deux lentilles feulem^nt.^ 

$4 1 l.Sur un endroit dutroifième volume de nos Opujcuks^ 

»♦ Nous avons fait voir (Mém. Ac. de 176^^ p^g» P^ )> 
que les mêmes conditions qui fervent a détruire ( au- 
tant cfu'il eft pofliWe) Tàberranon enkrgeur, détruifenç^ 
abfolument cette aberration poiur.les rayons qui ie' 
trouvent dans' im plan paiTant par lé point rayonnant 
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& par l'axe de la lentille. Or nous allons montrer que b 
méthode particulière que nous avons donnée ( Opu/cw- 
£ef , Tome III, chap. j,f. I) pour détruire l'aberra- 
tion de ces derniers rayons^ conduit abrolument au même 
xéfultat, en faiiànt exaûenient le çalci^ ^e cette m^ 
ithode prefcrit. 

2. En fuppofànt d'abord une lenâlle {impie dont les 
•deux, rayons foient r, /, & imaginant deux rayons ré- 
fnJàés qiïi , après la féconde réfraflion , Toient égale* 
jtnent éloignés de laxe., on trouve ^ arâcles 372 fie 3p| 

ât l'Ouvrage cité) que ^ Q^-^^-^^yjri^ f) 
doit être confiant, «n .fi(ifant , pour abréger, ^=005 
on remarquera de plus que -i-s=s-iL— — i-, fie IJ/ «p 

Zri-î d'oei-^=^"::::L/_! l.\ oiiesdit 

«ances C( qu'on fuppofe égtdes après la féconde jéfrao- 
«on ) donnent avant la première réfraf^on ( en négll- 
.geant l'épaifleiu: , ou même en h. regardant comm^ 
•aiil|e ) les diftances des rayons incideos à l^axe «= C x 

M 1 i y étant k dîftance du foy«r api^ 1» 

jvi — 77- j f 

.j)rçniiere réfrafliion ) ; fie cette quantité = ?ltrès peu prèj! 
»a»at-jr=-~!-— «"1^-7-+ -i-),iàyoir— pow 



mu LES^rERRES OPTiqiTES^ tit 
& valeur de -~ , & -h pour celle de-|; j donc met- 
tant dans la valeur de -'' {^t^37o,0]fvfc,T^op^X£t,'^ 
auliéude-J^laquantité-^ C ^ t-W. 

ion, aaliéu de— --^ dans la valeur, de -J- laquant 

tion^«eG(-i- -•^) H- •^C-^)^oitçont^^ 

»nt, donnera — -JV^-h ''""'*' | T^"* \rli 

-l-)i=r oror (article 1S5, Opufcules, JPomelU) Jl?a» 

;:5^^ "*" ^, — — > donc fublhtuant ,, on a«- - 

,r réjuadba. ~ -î^=î^ H- Jt£±j£: ^ ^, „^, 

— ;; — " H — 0^1 ce qvk eft -l'équation même^ 

qui ré^Tulte de nos formules ( Mém; 1 7*^4, page 87 j pour" 
anéantir, autant qu'il eft poffiblé , les aberrations des ^ 
rayons qui ne partent point de l'axe dans une lentille • 
fimple ; d'où il efl- évident que le même réfultat aura lieu : 
dans les lexuaUes compoféesr' 
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S. llh Sur un autre endroit du mime volumel 

I. Dans rartide 715 du JS? voL de nos Opu(cu^ 
les^ nous avons donné la valeur de \ pour une lentille 
dans laquelle Tabecration de réfrangibilîté efl: diminuée en 
raifon donnée. Dans cette formijle nous avons, fuppofé 
que le rapport de réfradion tr dans le verre commun eft 
I , ce qui n'eft pas exaftement vrai j & nous avons fup- 
■ pofé encore que dm = dP' ^ en prenant indifférem- 
ment F =^i y $^y ou P' s=s i y jp8 ; ce qui neft pas 
non plus exaâemisnt vrai : de plus dans ces formules 
R exprimoit , non la diftance focale ^ mais le rayon 
d'une lentille biconvexe dans laquelle le rapport de réfrac^ 
tion feroit v. Pour rendre les fuppofitions plus exaâes ^ 
fie le réfultat plus commode & plus fimple > nous fup- 

poferons dans les calculs fuivans •+• »' > •" s=a 

-^t J^ ^tant la diftance focale d'une leotille biconvexe 
ifocèle de verre commun , ou le rapport de réfraâion 
foit «r , enforte que -^ e=s -l^UlL.^ f étant le ïayptt 
ide la lentille, 

SI. Donc puiique ^-^— H ^s= - 



on aura ^ en feifant P — i ^^ss «^ I*' — î st= <»', 

dP __ R(»—tt'/t) 



dP' ^ ,^ ««'J« 



|. Ponç fi />=ir, ^;par conféqueat dvfs=*àPi 
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& *p = ■ ^ ja, ' = ^ ^ on au» l'équation A» 

4.EtfîP'=tr; 6c pat conféquent-^rsB rj on 

aura \ sas —- — , Soit ^=7 dans le premier cas> 

Pssty^^ , P'=a i,^î ficdans le fécond, Pobi, tf, 
ifsHsi , 5J,^=ï^,on aura dans le premier cas A^» 



^5&dans le fécond AB=-=r|x— ^ 







]f.Dans ces mêmes liypothèfes; on aura -^-^ -^ 

A 

•f-^ Rd^t^^i) >doncfiP:=t.r,&: 'dw=rdP,oïi 

aura cette équauon -^=-^^-^-3-^^ -^^—^ 

^ ;r7«*— «'it) ^' ^ ^ P'^^rff, & dr/^dFi on aura 
r^quation ^ - :r- ^/'^fj ■ H- -^-,5-? ^ = 



0fufc,Math,Tom,ir, *P 



n4 SURLES rZRRES OPriQirES 

$. IV. Précis des recherches fur les Verres ( ^ ) optiques^ 
imprimées dans les Mémoires de \^6^. 

Perfonne n ignore le grand degré de perfedlîon que 
ÏOptîque a acquis dans ces derniers temps par la coht 
truâion des lunettes achromatiques ; on les a nommées 
ainfî , comme Fon fait , parce que les objeflifs de ces 
lunettes font îotmé^ de plufieurs fentilks de différente» 
xnatieres^^ttipar leur difportcion refpe£livé, anéantiflent 
entièrement ou du moins fenfiblement les couleurs qui 
défîgureroient trop les images dans un objeûif fimple, 
Plufieurs des lunettes qupn a conftruites dans cette vue, 
foie eit Angleterre, foît en France, ont eu un effet 
très-avantageux \ mais une de ces lunettes conftruîte en 
Angleterre , pàrbît très-fupérieure aux autres : elle eft 
d environ 3 pieds & demi de longueur ; elle porte 3 pou- 
ces^^Hgpes d*^ouverture > & augmente 150 fois le dia- 
mètre des objets.. Ainfi. cette lunette eft très-fupérieure 
à un téleicope de même longueiu: j parce quun tel télef- 
cope ne porteroit pas ime plu^ grande. oiwerture> naisg- 
menteiKrit pas davantage Tobjet, & auroit d^ailleurs moins 
de champ & beaucoup moins de clané. 

L'objeûif de cette lunette eft compofé de deux le* 
tilles convexes de crownglajfy matière qui a beaucoup 

(a) Ce Précis a été lu à rAcadémie dts Sciences, dans VhSkxMie du 14 
Mai n66^i laquelle M. le Prince Héréditaire de Brunfwick aOSfta. Il a été 
imprimé dans le Journal de Trévoux de Janvier 176^ i on le redonne ici avec 
ijuelques cbangemens» 
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<3e rapport à notre verre commuii, & dune Lentille 
concave àtfilutglaff ou -cryjlal d^Angieterre ; on ne 
nous cfit point d'ailleurs les dimenllons de ces lentilles, 
qui paroiflent avoir été trouvées par ime eQ>éce de 
tâtonnement , à la vérité fort heureux. 

Dans Mïi Mémoire que j ai lu à FAcadémie {a) y non- 
feulement j*ai donné les dimenfions exaûes que doit 
.avoir cet objeûif , fai fait voir encore qu'on pouvoit 
fe fervir avec le même avantage d'un autrç objeâif de 
forme très-diflférente , mais toujours compofé comme 
icelui-là de deux lentilles de verre commun qui en ren- 
ferment une de cryftal d* Angleterre* J'ai prouvé que 
1 avantage de ces obje£Hfs confifte, non^-feulement en 
ce que les courbures des furfaces y font beaucoup moins 
;grandes qpie dans les meilleurs ob)eâifs conftruits jufqu'à 
^réfent avec deux lentilles , mais encore en ce que les 
erreurs qu on peut commettre dans la conftruâion des 
Surfaces ^ yproduifent^pour la plupart, im^et beau- 
coup moins confidérable que dans les autres objedifs* 

Je dis pour la plupart; car îl eft une erreur dont Tinr 
convénient éà le même dans tous les objeâifs de même 
dfoyer, compofés de tant de lentilles quon voudra; & 
Vil faut 1 avouer , cet inconvénient eft le plus dangereux 
de tous pour la perfeâion de ces objeâifs. L'erreur dont 
je veux parler , eft celle qu'on peut commettre en me- 
surant le rapport de la dïfiufion des couleurs dans les 

4 a) Ce Mémoire eft insprimé dans le rolome de TAcadémie de rjS^i on en d 
4oimé knédt dans leS«Ixinddriit» . 
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différentes matières dont TobjeÊlif eft formé. Ce rapport J 
comme fon fait, fe détermine de deux manières; ou en 
mefurant Tefpace qu'occupent les couleurs au foyer de 
deux différentes lentilles formées de ces matières y ou en 
mefurant l'angle de deux prifmes adoffés , dont l'un efl: 
formé d'une de ces matières^ l'autre de la féconde , & à 
travers lefquels on fait paffer fimage folaîre. Or il efï 
vîfîble qu'on peut fe tromper aifHment d'une quantité 
alfez fenfible dans ces différentes mefures; i^. parce 
que l'image colorée du foyer des lentilles n efl pas bien 
exaûement terminée, & qull eft par confëquent diffi- 
cile rfen fixer les limites à deux ou trois lignes près: 
or, comme cette image n a jamais beaucoup d'étendue^ 
( car on ne peut employer commodément à cette ex- 
périence des lentilles d'un très-grand foyer) il eft clair 
qu'une erreur de quelques lignes fur la mefure de l'ima- 
ge peut être une quantité fenfible par rapport à Timagè 
totale. Par exemple, fi l'image eft d'un pied, ce qui 
fuppofe un foyer de douze pieds, & quon fe trompé 
de 3 lignes à chaque extrémité , Terreur totale pourra 
être cf un vingt-quatrième, 2^. La mefure du rapport de 
la diffufîon par le moyen des prifmes peut être à cer- 
tains égards plus exa£le, qu'en fe fervant des lentilles; 
cependant, comme cette méthode exige que les angles 
des prifmes foîent petits, & que ces angles ne font pas 
faciles à mefurer avec une grande précifîon, il eft clair 
qu on peut aufli fe tromper aifément d'une petite quan- 
tité dans la mefure de ces angles, ôc par conféquent 
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d'une quantité qui fera aflez fenfible dans le rapport de 
cette erreur à Tangle total. Or l'effet de cette erreur de- 
vient encore beaucoup plus confidérable dans le rapport 
qui en réfulte pour la difRifion des couleurs ; je trouve, 
par exemple , qu en comparant la diflFufion du verre com- 
mun à celle du cryftal d'Angleterre , fi on s eft trompé 
d'une certaine quantité dans le rapport des images des 
lentilles ou des angles des prifmes , Terreur qui en réliilte 
dans la quantité qui exprime le rapport de diffiifion^ 
peut être plus grande que cette première erreur ^ en rai- 
fon de y à 5 ou même davantage. Ce neft pas tout; 
lefFet de cette erreur eft encore beaucoup plus grand 
dans Taberration de Tobjeûif ; car je trouve, toujours 
eh comparant le verre commun au cryftal d'Angleterre, 
que Terreur commife dans le rapport de diffufiony eft 
encore augmentée dans Taberration de Tobje£tif , en rai- 
fon de 1 1 à 5 ; & cette erreur demeure toujours la même 
de quelque manière qu'on difpofe entr elles les lentiUesr 
qui forment Tobjeûif compofé, avec cette feule différen- 
ce qu'elle deviendra de figne contraire , lorfqu on donne- 
ra aux lentilles une difpofition abfolument différente. 

De-là il éft aifé de conclure qu'une erreur commife 
dans les preniieres mefures , augmentera plus de fîx fois 
dans Taberration; enfuite que fi on s'eft trompé feule- 
ment de ~ dans ces premières mefures, ce qui eft très-- 
facile, Taberration des couleurs, au lieu d'être nulle y 
comme elle le devrbit être dansTobjedif compofé, fer» 
encore plus d'un cinquième de Taberration d'un ob;ec-< 
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tif fimple de verre commun. C eft fans doute pour cet- 
te raifon que la plupart des lunettes achromatiques 
conftruîtes jufqu à préfent , quoique très-fupérieure» 
aux lunettes fimples ordinaires y *6c même à plufieurs 
égards aux télefcopes de réflexion , n ont pas encore eu 
fur ces télefcopes tous les avantages qu on pouvoît dé- 
firer , & même efpérer. En effet , dans la plupart des 
objeâifs achromatiques conftruits ^ufqua préfent^ on a 
fuppofc que la diffufion des couleurs, caulée par Je 
x:ryftal d'Angleterre , étoit à la diffufion caufëe par le 
verre commun, comme 3 à 2. Or fi ce rapport, au 
iieu d'être de 3 à 2 , étolt de 32 à 20 , ou de 8 à ; ^ 
comme d autres Obfervateurs font trouvé, labe/ratioa 
d*un objeâiif confbuit d*^^près le rapport de 3 à 2 , au 
lieu d'être nulle , ou au moins infenfible , comme la théo- 
rie le donne , ne feroit guères que le quart de laber- 
fation d'un objeâif fimple. Âinfi une lunette de trois 
pieds, par exemple, conftruite avec cet objcÛif, ne 
produiroit feffet que dune lunette ordinaire d environ 
douze pieds; tandis quun télefcope de trois pieds pro- 
duit l'effet d'uae lunette de yo. Pour remédier à cet 
Kiconvénient , autant qu'il efl pofiible , voici , je crois i 
le moyen le plus fimple dont on puiife ^re tifage. 

Suppofons d'abord que l'erreur qu'on a commife dans 
la mefiire du i^pport de diflfufion eft ea moins, c'efl- 
à-dire ^ que ce rapport efl: un peu p4us grand que ce- 
lui qu'on a trouvé ; on écartera tant foit peu la féconde 
kndUe de la première^ fi on £b fert du premier de aoA 
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«hjçQifs à- trois lentilles > {Mém. de PAcad. 17(^4) ou 
là troifiémc de la féconde, (i on fe fert du fécond ob- 
jpaifioir parviendra par ce moyen à détruire fenfible- 
ment, laberration pour les objiets^ placés dans laxe. Dé 
plus, fi' après ce premier écartement on écarte encore 
dune petite quantité que l'expérience donnera, les deui 
fentilles qui étoient* reftéès appliquées^ 1 une contre lau- 
tre,- on parviendra à détruire laberration des couleurs ,.^ 
autant* qu-il fera poflTible, pour les objets» même qiii ne 
feront: pas placés dans Taxe». 

Suppofons enfîiite que Terreur commilè dans la me-- 
fure du rapport de diiBufion eft en plus, c'eft-a-dire ,? 
que le rapport trouvé eft plus grand que le rapport vé-- 
ritable ;• en ce cas*, on ne fauroit employer le moyen 
précédent', patce que Técartement des lentilles ne fe-- 
roitqu augmenter encore laberration. Mais pour lors, ifc 
fiiilira de 'donner un peu moins- de courbure à la pre^- 
miere dés furfaces de lobjeâif , à celle qui ^ tournée 
vers lobjet , en laifTant d ailleurs les lentilles appliquées^ 
l'une contTC 1 autre. Il faudroit faire une opération con- 
traire dans le cas où Terreur feroit en moins.; ceft-à-dî* 
re, que: fi on laiflbit les lentilles appliquées lune con*- 
are l'autre, il faudroit augmenter la courbure de la pre*- 
miere des iurfaces ; ce qui eft beaucoup nïoins aifë à- 
&ire que de la diminuer. Ainfi Ton* voit que les deux 
cas dune erreur en moins ou d une oreur en pltis, four* 
niffent chacun un moyen particulier & fort fimpde de 
êorriger cette erreur, lequel ne léoffiroit pas auffi-hieii 
4èans. le cas oppofé.^ 
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Cependant il eft vifibie que le moyen de corriger Fer-ï 
reur quand elle eft en moins , fe réduifant à un (impie 
écartement des lentilles, eft beaucoup plus facile, plus 
court & plus sûr que le moyen de corriger Terreur quand 
elle eft en plus y lequel exige qu'on retravaille tant foit 
peu la furface dune des lentilles, ou quon ait à y fubf- 
tituer une autre lentille un peu moins convexe par-de- 
vant* Nous croyons donc qu'en général , lorfqu on me- 
fure le rapport de difFufion, il faut tacher que Terreur, 
s'il y en a, foit plutôt en moins qu'en plps. Ainfi dans 
les calculs qu'on fera , pour déterminer les rayons des 
furfaces , il vaudra mieux fuppofer le rapport de difFu- 
fion un peu au-deffous de celui que Texpérience a don- 
jié , que de le prendre au-deflus. 

Il y a encore un autre avantage à ce que Terreur l 
fi elle a lieu, foit plutôt en moins qu'en plus. G'eft qu'on 
peut la corriger par le moyen de l'oculaire convexe adap- 
té à ces fortes d'objeftifs ; car il fe trouvç , par une cir- 
çonftance heureufe, que Taberration de cçt oculaire eft 
alors en fens contraire de Taberration de Tobje£Uf; doùil 
eft aifé de voir qu'on peut trouver facilement un oculgirç 
4ont Taberration d^truife , au moins prefqu entièrement, 
celle qui peut refier dans Tobjeûif. Il eft vrai que fi Ter- 
reur étoit en plus , on ppurroit employer au même ef* 
fet un oculaire concave ; mais on fait que ces oculai- 
res ont l'inconvénient de diminuer le champ de la lu-? 
jiette* Cependant on pourroit encore, ce me femble^ 
ç en fejrir avec avantage , fur-tout fi lîi lunetçe n'^toiç 
pas trop longue, A 
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'- A ioccafion des ociilaires adaptés aux objeâife achro- 
matiques^ j'ai deux remarques eflentieilës à jfaire. La 
première 5 c eft qu au lieu de conllruire ces oculaires de 
verre commun ^ on feroic très-bien d'y employer une 
matière dans laquelle la difiulion des rayons feroit plus 
grande^ par exemple^ ime matière femblable à celle 
qua trouvée M. Zeiher ^ fie qui ayant une réfradioii 
moyenne à peu près la même que celle du cryftal d'Angle«« 
terre ^ écarte les couleurs environ deux fois davan-^ 
tage que ce cryftal , fie trois fois plus que le verre com-» 
ipun. Ces oculaires auroient cet avantage, quavec ucr 
foyer beaucoup plus court que ceux de verre cora-* 
mun> ils repréfenteroient l'objet auffi nettement; fie 
comme ils permettroient de donner aux objeâifs une 
ouverture plus grande, ils donneroient donc à-la-foîs; 
plus dé netteté , de grandeur fie de vivacité à l'image. 

La féconde remarque que j'ai à propofer , eA fur le* 
xapport des courbures, qu'on doit donner aux furfaces 
de ces oculaires, pour' que l'aberration qui viendra de: 
leur figure fphérique foit la* moindre qu'il fera poflîble* 
Les formules données jufqu ici par les Opticiens , afli- 
gnetit aifément ce rapport; mais ces formules ne font 
bonnes que pour les objets placés dans l'axe; pour peu 
qu'ils s'en écartent , l'aberration devient plus confidé-* 
lable que dans des lentilles d'une autre forme. Tai donc 
envifagé la chofe autrement; j'ai cherché le rapport que 
doivent avoir les rayons d'une lentille fimple , pour qve 
^etration dans les objçts placés hors de l'axe ^ ne fait 

Opufc. Math. Tom. IF'. Q 
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pas plus grande que celle des^ objets placés dans Taxer 
même y ce qui fe réduit a rendre mdle laberration ei> 
largeur; de )e trotnré cpie ce» ùnt^dic lemâiea onr ïtr^ 
¥antage de donner dans iaxç crè9-peci dîd>enaKtt>a,^ 
FaberratioH ht tnomdre qir jÎ eft poflibfe poQc ks^ objets 
qui ne font pas dans Taice^ Je ne dowae donc point quif 
ces fortes de lentilles ne ibtenc en effet beaucoup plut 
avantageufes que les autres ; te cakul ma doniié ai£é«t 
ment les formules des^ cxMirbures fCtaf différentes nuK 
tieres^ encr'autres pour le verce commua ^ 6c pour la 
Terre de M. Zeiher mentionné ci-deffus^ Je trouve ^ pas 
exemple y que (i Focubîre eft de vtttt commun^ A: 
le rappoct de réfraâion; {^ > fc rayon de k^irâice œur« 
née vers l'objet doit être égal: à environ 9 foiis la dil^ 
tance focafe* de Toculake ^ Ce le rayon de lauoe fîir-» 
£ice égal à environ^ f de c^ctt même dlftance^ M^ de Ca(^ 
tilloir^ de T Académie des Sciences de Berlin.^ qui cul* 
dve Toptique avec fiiccès > m'écrit qu'ayant conftruk: 
un oculaire^ d'après ces proportions ^ ât Tayaut adapté 
à un objeâif achroosuique de trois lentîllesj cetOcs» 
klre a produit un très-bon effet.^ 

Cette obfenratîon £ur le rapport le p&s^ avamageux en^. 
fte les rayons des fiirfaces-^ eft d'autant plus importante ^ 
qu elle aUeu non-feukment pour les oculaires^ mais auf& 
pour les objeâils fimplès, kdquon jugera à propos de 
conftruîre des lunettes avec de tels objeôifs- Je tTOHve> par 
temple ) que pous qu^un obfeâif iknpfe de Terre covar 
muo ait la moindi» dbeoatioii (le lappoit de léûao^ 



WRlESf'ERMJ^SCPTIQÛES. i^rj 
«SOA étant i) le cappMt àts fi^irÊwes ne doit pas être 
de i.à 6 ^ comme tous le8 Optickns Font cru jufqu ici ; 
maïs que la première fiurface 5 oelle qui eft tournée vers 
l'objet p doit avoir «n rayon ^al à enykoii f de la diP 
fance focale, & la Ibcoade «m xayon égal à cinq fois 
loette même dillancè« . \j 

. De parcils obîeéUâ convexes de vecre commun èc 
îtfune feule matière ^ pourroient^ H je ne me trompe.^ 
èat comUiiés fort avantageiUbnent avec des oculaires 
finies concaves f formés de h matière trouvée par M« 
ZeiÀer^ ic cônftnnts iuivitic ies proportions que nocs 
avons données plus haut pour ces ibrtes d'oculaires;: 
4ML en fermeKHt d'exceUemes lunettes de poche ^ xpsi^ 
tm augmentant ilobfet environ trois fois, ce qui eft 
fuffîfimt pour ces fort^ de limettes ^ aairoient lavantftge 
d'éfire «xemptes de couleurs'^ d'avoir dailleurs 5 pso: la 
Asaw^Mst des itirfaces 5 le moins d'aberration qu'il fb- 
cott poffilile ^ de fouffirir une grande ouverture de I'oIh 
ft8à£^ '^ par conféquent et donaer à ïîmacgù iMsancoUp 
•^le 'Siedseté âc de vivaciœ* 

- Kcvnilcms auicdbfeâifB compofés de plufleuis Icwâbl. 
Je nat oioore parlé jufi^'à préfent tpse de la comlnnitt^ 
£an d'iài leol oxailaire Itmple avec ces objectifs. Mais 
Je ixowre qu en employant deux oculaires ^ même dvœ 
ixmtinre fembldbk y on peut tsmjours donntr à leurs furfii- 
ces une telle affttii>uœ que f abcctadoa qui vient de leur 
Uigure fféDédque £bit eixdéreBient détnike ; de il eft évr- 

4ent que ce doHlik iiodat» étant J;^^ 

Qij 
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que roculaire (impie dont il a été parlé ci-deflus , auin 
lavantage rfanéanâr ou entièrement ou prefqu entière^ 
ment toute aberration ^ tant celle qui vient des couleurs'^ 
que celle qui vient de la figure dès verres. Ainfi une 
Itmette conflruite exaâement fur cette théorie & portant 
deux oculaires y tels que je viens de les propolèr ^ avec ua 
objeûif formé de trois lentilles^ ferolt inâiilliblement trè»» 
fupérieiu^ aux télefcopes de réflexion. * 

J'ai donné dans le Mémoire dont celui - ci eft lex^ 
traita le détail deis calculs fiir lefquels eft fondée toute 
la théorie que je viens d^établiir. J y ai joint quelques 
autres vues utiles pour remédier à Tinconvénient qui 
réfidte de Terreur qu on peut commettre dans le rap^ 
port de diâlufioa des rayons^ erreur dont lefiêt eft 
celui qu'on doitavoh: le plus de foin d'éviter» A l'égard 
des inconvéniens qui naîtront des autres erreurs qu on 
peut commettre y fbit en mefiirant lé rapport de réfracv 
tton dans les deux madères^ foit dans la conftruâioii 
ëeslentilles d'après les mefiires que donne la théorie y lioff» 
feulen)&nt ces inconvéniens fei'ont beaucoup moins cour 
fidérabks^ & auront même très-fouventun eflFet înfen» 
fible; mais on peut trouver aifétxient diiFérens moyens 
d'y remédier! Ces moyens confiftent en général à mul- 
tiplier les lentilles qui compofent Fobjeâif ^ & à ne pais 
donner le même rayon auit furfaces contigues^ de ces^^ 
lentilles. Parrlà on aura dans la folution dti ptoblême 
unbeaucoxtp plus grand nombre d'indéterminées^ qurmee» 
txoQC à portée de donner auxdiffSrcmesfui&ces ^ la couc^ 
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lure k plus [propre pour anéantir (au moins prefqu entié-- 
lement ) rinconVénient qui naîtroit de ces diâ^rentes er« 
reurs. L'expérience fait voir que cette multiplicationr 
des lentilles eft peu nuifîble à la vivacité de limage j" 
dont elle peut d'ailleurs aii^menter beaucoup la nette- 
té : elle a de plus un autre avantage ^ c'eft qu elle ofire uit 
plus grand nombre de combinaifons' pour la diifpofîtioti 
des lentilles ^ & par conféquent pour trouver Farrange* 
ment le plus avantageux qu on puiiTe kur dotmer ; car , 
en n'employant que deux matières à la formation de Tob* 
}eâif ^ il eft aifé de voir que les lentilles qui le com« 
pofent y pewrent être combinées en deux façons (eule-^ 
ment s'il n y en a que deux ; au lieu qu elles peuvent 
Fêtre en fix Vil y en a trois , en douze s'il en a quatre^ 
en vingt s'il y en a cinq y fit ainff du refte ^ (uîvant une 
progreffion croiflance j dont la difiërence eft la progref^ 
lion aritlmiérique 2 ^^^6^% y àic. Il eft vrai que ces 
différentes combinaifons exigeront d'aflez longs calculs 
poiur trouver celles qui feioient les plus avantageufes; 
mais on en fora dédommagé par Favantage qu'elles pro«? 
duiront pour la perfeâion des objeûifsv 

Cette perfeôion^ ouf plutôt Fefiet avantageux qui en 
léfukera ^ pourra encore augmenter beaucoup^ fî^on s ajp* 
plique enfuke à perfeâionner fur le même phn y là 
théorie da rappon àesi' ouvertures avec le^ Oculaires; 
J'ai déjà fait voir danst le troifiéme volume de mes Opuf^ 
cules y combien la théorie donnée jufqu'ici par les Op» 
ttciens pour afiignes ce rapport^ étok fautive âc impars 
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faite ^ 6c j'y ai fubftiaié des foimulec l^eaucôup plui 
exaâes y au moyen defqueiies on pourra déterminer 
ce rapport d une manière bien {dus fibe ific plus avaa« 
tageufe. Je ne doute pas que par ces difiëœiis môy^n 
on ne parvienne à donner aux kmettes adbromafiques ^ 
de nouveaux: dégrés de perfeûîon crès-confidérat^es^ & 
peut-^e jui^u à un p<Mnt dbnt on n aiirok ofé fe âat- 
ter« Je fais qu un grand Géomètre a paru douter qu il 
foit poflibie de porter ces lunettes à un grand degré 
de perfeâion* La raifon principale qu'il en apporte ^ c eft 
que le crownglajf étant verdâtre ^ & par confèquent ^ 
félon lui ^ ne lai(2an( pa0er fçnfiblemem que les ray^H» 
rerds^ il neft pas étonnant qu'il paroîffe moins écarter 
les rayons colorés que It flimgiajp aa cryftal d'Angle- 
terre ; d'où notre Savant conclud que k n»efuf e du rap* 
port de diffufîon qu'on trouve entre ces deux matières 
par le moyen de l'expérience ^ eft illufoire £t fimtîve ^ & 
par confisquent aufli la théorie qui en réfiike pour les 
objeûiâ achromatiques» U e& facile de répondre i cette 
objeâion par l'expérience ^ qui &it voir que les objec* 
tifs déjà çonftruits d'après la thé<^ie^ font excellens^ fie 
igui ne laifTe point douter qu'ils ne puiflent le devenir 
encore davantage. D'ailleuis quand le Cnm^/t^Az^auroit 
^'inconvénient par fa couleur vierdâtre d'ahforber quel- 
le partie des rayons rouges ou violets^ cet incbnvé^ 
nient nauroit pas lieu en fe ièrvant de notre verre com«- 
mun quji eft blanc ^ &: qui par conféqiieiit laiflfe pafl'er tous 
jLç9 laypQSt Je crois par cette raifon que noixe vene cora^ 
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fliun doit être encore plus avantageux que le Crowngtajf^ 
d^ns'la conftru£lioii desp ob^eâifs achromadqueSé 

. On trompera encore if autres recherches fur Us vtrreë 
optiques dans ks Mémoires def Académie de l^6S^au»^ 
f/»cls nous renvoyons m 

Fin dn vingt-quamémc Mlmoifu 
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Nouvelles réflexions fur les vibraûons des Cordes fbnores. 

\j AN s le premier volume de mes Opufcules y j'ai feit fur 
cette matière différentes réflexions , dont une partie avoit 
pour objet la fayote folution du problême des cordes 
vibrantes , donnée par M. de la Grange , dans le pre- 
mier volume des Mémoires de TAbadémie des Sciences 
de Turin ; folution par laquelle ce grand Géomètre 
prétendoit prouver contre moi , que ce problême pou- 
voit toujours fe réfoudre^ quelle que fut la figure initiale 
de la corde. Ce célèbre Mathématicien a &it une fa- 
vante réponfe à mes réflexions dans le fécond volume 
des mêmes Mémoires ; ceft cette réponfe que je me 
propofe de difcuter encore y non pour prolonger cette 
controverfe avec un Savant pour lequel je fuis rempli 
de la plus grande eftime ^ 6c qui d'ailleurs paroît aujour- 
d'hui s'être prefqu'entiérement rapproché de mon avis {a)\ 
mais parce qu'il me femble que cette difcuf&on épineur 

(a) Voyez le ttoifiéme volume des Mémoires de Tuiin, page 38^* 

fe 
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ife & délicate en recevrai de nouveaux éclair cîJQTemens^ 
qui pourront être utiles dans d'autres occafions. 
I. Javois objeûé à M. de la Grange quil fuppofe fans 

fondement qu en général dans fa folution fin. ^ — '- — 

B== — ^ — ; ce qui na pas lieu quand m=s 00. Il 

convient que cette objeÛion prife en elle-même eft fôlî- 
de ; mais il prétend qu eUe n a pas d'application au cas 
dont il s agit, & il fe propofe de prouver que dans 

ce cas fin. ^^~'^'^. eft = If^ZiZiL, même lorf-^ 

que m^e=5 00. , 
a. M. de la Grange y dans la preuve quil en donne; 

fuppofe ( a ) que — t^^ ^^^^ ^^^ infimment petite du 

fécond ordre lorfque m = 00 ; donc — qui lui 

eft égale, par la fiippofition que fait encore M* de la 
Grange, doit être aufli infiniment petite du fécond or- 
dre dans le même cas. Cependant fi / étoit = — ^ s=s 
<m i).v ^ comme M. de la Grange le trouve par 

fon calcul, on auroit -—-(lorfque m 5== to)»-^ 

qui neft pas une quantité infiniment petite du fécond 
Ordre ^ mais une quantité finie , puifque tt eft le rapport 

(a) Je fuppofe ici qu'on ait le (avant Mémoire de M. de la Grange fous les 
ycui ; Mém, de la Soc. des Sciences de Turin ^ tome II , pages 3 ix & fuivances/ 
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de la circonférence au rayon* La fuppofition fur k- 
quelle le calcul eft appuyé , eft donc infirmée , ce me 
femble ^ par le réfultac même de ce calcul* 

3, De plus réquadon finale tnfï laquelle parvient 
M. de la Grange y ayant tous fes termes muhapliés par 
ff donneroit non-feulement fin* /== o^ qui eft la conçlur 
fion de M. de. la Grange^ mais encore y=:o, & par 

conféquent /*= fin- — — ( r étant un nombre entier quel- 
conque) & ^==J!^x^I^rm.-^, quantité qui 
èft toujours infiniment petke, au lieu que la quantité 
jR rî= 2 v' tf • Jl^ • — 1 trouvée par M* de la Grange 

cil finie quand r eft infini & =m — !• Orlafolution 
de M. de la Grange m montre pas laquelle de ces deux 
conditions , fin* /= o , ou /= o , il faut choifu: ; & 
par conféquent elle ne prouve pas^ ce me iemble^ que 
la valeur qu il afiîgne pour R foit la véritable* 
' 4. Enfin la fuppofition de M* de la Grange , que R tA 
une quantité finie ^ eft contraire^ fi )e ne me trompe^ au 
réfultat même de fon calcul j car , fuivant ce calcul ^R^sa 

âKg x >- rî^ ^-^K^-t. Or •e=/»x-=-"î donc iî=3 

^^^ — ' - ; donc^ puifque fuivant une autre fuppofî- 

H 

tton de AL de la Grange, -^ ^^ ^^^ quantité finie,' 

il eft clair que quand m eft infini^ on a i^ infini^ car 
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' y. M» de là Grange précjsad que K doit êdre fini p^ar 
la nature du calcul ; c eft ce ||UQ ^e ne voju$ pas^ Je vois 
feulement que R doit être co9%nt ; on pejut m^fpjs prou- 
ver que K n eft fini que quand r eft fini ; car alors fin* 

410 4^1 '^ / 2 

^, Oo pourroit d'aSleiirs, à ice qye je crpiç^i révo- 
91er en doute fi TiéquaçloQ /inalç y—— H i rh ^ 

V^^ I )« ^ (« — -=^^ — I )*« 3=5=0 ^ À laquelle pat 

vleti» M. de la Grange ^ sepréfente Hen ( lojrfqne m^ e% 
infinie ) le finus de Tangle f^ cette quajitité^ je Tavoue , 

^^ ^ ».3 a-3-4- 5 2.j.4.$.(î.7 ^ 

Se c'efi r^xpref&on que les Géomètres donnent ordi- 
nairement du finus d'un angle quelconque. Mais cette 
expreflîpn en feriedu finus par Taie y eft-elle bien exaûe 
18c af:^licable à té^us les cas f 

% Û faudroit pioiir ç<efe^ ce ftie &mhl^ , qiiç re;cpr€(f- 
ikm en lerie de V»ç pat le $aus , d'QÙ ji'expKflioiL di; 
linus |)ar Tare eft orée ^ ou du moins peut lêore tLc^e ^ 
dSitAttài généralement vraiç & exa£|ej ,c eft-à-dire ^ il.feu^ 
droit y en nommant x un finus quelconque^ & le rayon i ^ 

doc 

que Tintégrale de »j développée en ferie^ fut 

-coi^ows Fexpreffionexaâe de Tare ; or c'eft ce qui naft 
.pas ,1^. parce que cette intégrale eft évidemment iUp- 
îbire 6c £timve quand x> ly puifquelle ne xtïxkuofi 

Rij 
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que des quantités réelles, & qu alors néanmoins lare 
eft imaginaire. 2®. Parce que cette intégrale n exprime 
quun feul arc, le moindre de tous ceux qui répondent 

dx 

au (ïnus X ; quoique l'intégrale réelle dé ,— 



XX 



renferme une infinité d'arcs. Cependant je n infifte pas 
à la rigueiu: fur cette première raifon contre la géné- 

ralité & lexaélîtude de lexpreffion / -*- 

' — , &c. du finus par lare /; parce que cette 

expreflîon peut fe trouver d une manière direde e» dé- 
veloppant en lerie . ■ ■ , qui eft une ex- 
preflîon exâ£le du fmus. 

8. Jajoute donc, comme une raifon plus forte con* 

tre la ferie/— --^ 1 ^ f . 



3 2.3.4.5 i.3.4.5.<j.7 ^ 

&c. ou du moins contre fon ufage dans le cas dont il 
s*agit, qu'elle a Imconvénient d'être très divergente dans 
un grand nombre de fes premiers termes , fi / eft très- 
grand , & même toujours divergente fi f= 00 ; car fup- 
pofaht n le rang d'un terme quelconque, le rapport de 

ce terme au précédent fera . ^_^^^^^_ ; donc fîy 

s= i2 Al ^ , /4 exprimant un nombre entier , le rapport 
fera = -ttw- lorfque fi fera = 00 , c eft-à-dire > j5, puis- 
que ^ eft fuppofé la circonférence dont le rayon eft i. 
Donc cette expreflîon du fmus en feric infinie, ne fau- 
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roît être prife pour exafte, au moins lorfquey=oo; 
or c eft principalement le cas dont il eft queftion ici , 
éc celui qui forme la difficulté* 

p. Tavois objeâé que dans la ferie géométrique 
e^^"^ y e^**^""S &C' ^^ nétoit pas en droit de fuppofer 
le dernier terme ^*^*^-* =o ; puifque ce dernier ter* 
me eft infini ; à cela on oppofe qu à la ferie géomé- 
trique î4-^H-^*-H^^, ficc. on peut fubftituer-j^^ , 

quoique cette dernière quantité ne foit égale à la fom- 
medelaferiepropofée que quand le dernier terme ;v ^ eft 
nul. Je réponds que la ferie H-;v-+-;if* -+-jc3 ^ &c. eft 

^g^^ ^ ^x^\ ^ ^ q[u ainfi il n eft permis de fubftituer 

à cette quantité ^J^^ que quand x"^ ^& nulle ^ c'eft- 

à-dire, x plus petite que lunité; par la mêmeraifon, 
il me paroît înconteftable que tf*^~'-|-^***^"'-4-tfJ *>^-" « ^ 

&c* eft évidemment = -t=: — . & non 

I o. J'ajoute que le développement de la fra£lion — ^ — 

en i^x^x^^x^y &c. repréfente d une manière très- 
fautive la valeur de cette fraâion , lorfque x eft plus 
grand que Tunité , 6c quen conféquence toute propofi- 
tion qui feroit fondée fur la prétendue égalité de ces deux 
quantités, me paroîtroit tr^s douteufe. 
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XI. Tavôis prouvé facilement que dans le cas où ^ e=s 
4^^, on ne fauroît avoir cof. ^H-cof, 2;r-+- cof. ^x; 
&C;. =s— ^ ; on répond que la même raifon prouveroit 

que-j~3p, neft point = i — ;if-4-;r*— ^J,&c.puif- 

que quand x^=s^i ylt premier membre eft«=a -^^ ai le 
(bcond o ou I. Auffi fuis-je perfuadé que la ferie i — ^ 

;r -h*» — *3 , &c. n eft point = ^^^ ^ quand ^ eft 

«s ou > I ; ce qui eâ évident par 1 article p^ & reconnu 
d ailleurs de tous les Géomètres. En général > tout rài- 
fonnement fondé fur des feries divergentes , qu'on fup- 
pofe égales à des quantités finies , me paroît très-fujet à 
erreur j autrement il faudroit dire que rexpreflîon/ de 
la quantité radicale ^ i — xx développée en ferie re- 
préfente cette quantité , même lorfque ;c eft > i j ce 
qui eft évidemment faux ; puifqu alors V i ^^ x x e£t 
imaginaire 3 & que la ferie ne contient pourtant que 
<ies quantités réelles. 

12. Javois prouvé contre M. Euler que Téquation 
'd^^^^ITt^ — ^'^ P^^ ^^^ quand la courbiure de la 

corde n eft pas uniforme, cette équation étant prife dans 
ie fens naturel qu elle préfente , c eft-à-dire en prenant 
d'abord JJy dans ie premier membre pour la différen- 
ce féconde de trois ordonnées , dont la première ré- 
pond à ;r , la féconde à x^dx^ la troifiéme à x^^dx; 
& enfuite ddy dans le fécond membre pour la diffî* 
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ttnct féconde de trois ordonnées répondantes à t, t^ 
ity i^7,dt. On me réplique que dans cette équation 
le premier ddy répond rigoureufement^ non ^Xy»^ 
dxy x-^xdxy m2i»^x—dxyXy x-^dx.^U fl»ek 
fécond ddjr xépond de même rigoureufement à t—di^ 
ty i^dt. Jen conviens > & je Tai même expreiTémeni: 
remarqué^ comme on me lobje^ae. Mais^ i^ il eft cer- 
tain que Téquation j/: -== ^^f -^ préfentera naturel- 
lement ^ tout Géomètre Tidée fur laquelle j*ai appuyé 
ma conftruâion y favoir que la différence féconde de 
^, en fuppofant que / foit confiant, & que x croiffe 
iucceffivement <ie </;r & de 2^;r, efl égale à la diffé- 
r^ice féconde de^ en fuppofant que x foit confiant, 
fie que t CFcnfie iucceffivement dt in àc 7,dt. Oi dans 
cette fuppofition fi naturelle , j'ai démontré , & on n'en 
difconvient pas, que la coirilru£lion feroit fautive. Lorf- 

qu on eft une fois arrivé à Téquation -^^ = ^j^y il faut 

^ors regarder le problème comme purement alg^ri» 
que , Êdre abftraâion du mouvement de la .«orde , ^^c 
intégrer ouconflraire r<éqiiadon propofée comme ii ^Ue 
n y avoit aucun rapport. Or l'équatipu étant conftdérée 
fous ce point de vue , il eft évident que la confbuo* 

tîon ne s'^y prête pas lorfque-^fjr f^iît des fauts. ;?®* L^ 

diftinûion qu'on fait ici pour me répondre, diftinâion^ 
que )avots prévue, comme on le remarque, nefl, c9 
me &mhle ^ qu'un fubteifiige qui ne devait fervir qu'à 
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rendre la folution fufpeûe , & à montrer que cette folu- 
tion ne peut avoir lieu que quand la courbure de la 
corde eft continue; car alors on neft pas obligé, pour 
feire quadrer la conftruâion avec Téquation , de recourir 
à de pareilles fubtilités ; & Ton va voir en effet dans Tar- 
tîcle fuivânt, que quand on eft forcé dy recourir, on 
tombe dans d'autres înconvéniens. 

13. Car en fuppofant même que les trois y répon- 
dent à x^dx y Xy x^dxy & à t — dt^tyt-^dt; 

on eft obligé de convenir que Téquation-j^ = ^^{ ; 

ne fauroit avoir lieu généralement , à moins de fup-* 
pofer dx^=^.dt\ j'avoue que cette fuppofîtion eft per- 
mife; mais on m'accordera que celle à^ dx=^ndtyn 
étant im nombre quelconque , eft permife auffi , puif* 
que rien n'oblige à fuppofer dx=^dt i & on convient 

que dans ce cas l'équation -^f- =5 4t^ ^^ P^ ^^* 
Or je demande ce qu'on doit penfer de l'exaétitude d'une 
folution qui n eft bonne que dans ime certaine fuppofî- 
tion arbitraire , ôc qui ne l'eft plus dans une autre fuppo- 
fîtion dont on eft également le maître ? N'eft-ce pas une 
preuve démonftratjve que cette folution n eft çn çfiet à 
l'abri de toute atteinte que dans le cas où l'on peut 
Aippofer fans inconvénient dx en rapport quelconque 
avec dty c'eft-à-dire, dans le cas où la courbme delà 
corde ne fait pas de fauts ! A cette confidération , il 

faut ajouter qu'en fuppofant dx^=^dty ou ce qui revient 

• au 
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nu même -^8=3 -—-avec M. de la Grange, la âiffé-' 
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xeace de la quandté -^ ^ fera toujours == o ; par 

conféqiient Topéradon que fait M. de la Grange , page 
éo^âe la première fohition (Mém. de Turin, tome I. ) 

pour prendre la différence de cof.-^f-^ — ^-^^ne 

donnera aucun réfultat ; la quantité dont il cherche à 
trouver la valeur par cette opération demeurera tou« 

Jours =« ~ , comme il efi aîfé de s'en affurer en jettantles 

yjcux fur l'endroit qu^n vient de citer du Mémoire de 
la Grande ; cette opération eft pourtant xme des prin- 
cipaks fur lefqueUes la folution de ce grand Géomètre 
cft appuyée* 

14* Ce neft pas tout encore; il Êtut non-feulement 
feire dx=:^dti il faut fuppofer de plus que le point 
C ( Fig* p. ) où on fuppofe que la courbure de la corde 
change , ne réponde jamais qu a lorigine du 4x. Ea 
«ffet^ foit pris mx=^mCy la force accélératrice du point 

M fera en laifon de -R-^en hommant R le rayon ol^ 

culateur en m ; mais fi on prend mti==mJliiyh force ac-» 

eélératrice en m fera en raifon de p ■ ! — ^ • en nom- 

lit 2,g ^ 

xnant JR & / les deux rayons ofculateurs en M & en 
fi^ ou poux s exprimer dune autre manière , la force ac- 
céléiatricë du point m, fi on prend mM=^mtAy fera 
égale à la différence féconde des. trois ordonnées aux 
Opujc» Math. Tom. If^. S 



points Af, m, n (^), dîvifée par m -^- ; & ^ on preni 
mx=^mC y h, force accélératrice du même point fe' 
trouv£rs.égale ^ la difiârence i£cûnde: des treis ordonr^ 
nées en jp, mr, C, divilH par mx^. Or ces dkpx valeur» 
ne font pas égaks ; voilà donc un poîtit nt dont la force* 
accélératrice aura deux valeurs diflPérentes felbn qu on^ 
prendra dx phis om moins grand à compter de ce pidioc 
m. Or je demande â cela n ell pas choquant l 

i^. Enfin y quand chk vcfiidroi'cmênse s'aftrekidrea pfeiir 
dre Forigme du dx au point Cbàla courbure change^ oi& 
tomberoit dans un autre inconvénient*. En eflfet, la force* 
accélératrice du point C, confHéré comme appartenant Si 
f arc Cm y fera ôc devra être fuppoféè la même quels: forcer 
accélératrice db tous les autres points de l'arc Cmy c efl:«^ 
à-dire y en raifon iaverfe du rayon de courbure de la partie 
mC; & la force accélératrice de œ même point Cf 
confidéré comme appartenant à lare Cii y fera en raifoir 
mver(e du rayon de courbure de Tare C/ir c^eft-à*^ 
dire ^ aura une valeur tome dîffîrente de la première^ 
Voilà dbncim pxnnt qui^ feloales différentes marnerez 

(<t) Je n'ènvi&grid fsr force accélérairice comme reprifeméff parla-diffï.* 
tl^ce (ëconde de ces troi$ ordonnées infiaimem pioches, ^ue pouf me coafei^ 
jner au langage' de cenx qui en confîdérant ainfi la force accélératrice cronoienr 
évîcet la.-dijfiçuké tirée du rayon oftulacear; car il eft vîCU^d'atUeurs q^e fi oi^ 
veut s'exprimer nettement, 8t ne point recourir à des quantités infiniment petiter» 
qui n'ciiftent ^e parunefiippoficioa métaphyjîqpev réxprt/fioii'— ^^ de 1» 
force aecélééairîco eft aer~^ - ,11 étant le rayon ofeulateor^u point qui répondi 
i l^>rdonnée x. La diflindion qu'on voudrbit (aire entre le raypn ofi^latew^fl^ 
•c {oiMj^ &. la quantité -|^,.me jatoicroit iUulôifcw. 



ionc on ie conRéésb , fè 'tBÔtLtc avoir deux fofces dif* 

fkemes iix<fûifie'ianxàiLèàxc^ .. '■'■■•■,■' > 

1^. Cetse confidôrattoa noais' conduira iloip ai^reret- 

marque encotie jslus décilîyë;* Poimiuof là quantité '^/jl ' 

repréfente-t-elle ia. force BqcâLéiatiiice xie xhagua poin|: 
diQ k. corde i Cëft que» dvas la- fokidûn du jpcoblêmç 

pordon lix de la 4courl)e', èc^t/ji? éôïAmè la mafle 1 
mouToir^ & que cette force motrice -j^ diyiiHparla 

inafle dx ûmmc la fbrce mcoéiifaAtmcc de chaque points 
Qx ^o'^on y qprettne igasde^ oe^ icallad, fuppofe. çuatemesd; 

qtte dani toute i'éféndue du J^^ îa forcé mdtrîèe'4ê^' 
eft la'mème, agit de la même manière , & fe repartit éga- 
lement fiir tous les points de la maffle dy; c'efî-a-dîre j 
^e dans toute l'^endiie jde.la maiïe </Ar,k, force ac- 
célératrice -eft Ja toême^ Cepeocîant cette fu^^poCition 
ne peut plus fubfiûer ^ ^hs qu'il y ^ dàiàs^i^Jx un point 
gui ne doit pas être (k^poSé avoir la même focce àjc^ 
célératrice que les autres, çeft-à-dire, un .point où la 
courbure de la corde ^ change bnif^emeot. \. • 

17* Cette féflepdon fext a donner^ nouveau d^gré de 
Force à toutes les objeûioqs fjue j'ai, faites daijs mon pre^ 

miei Mémoire contre Tufage de l'équation .^^ . t^^ 

•^f-j lodqpt lacoiidbte ia'ft pasjiune çourbiu»^^ 

Sij 
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nue; elle prouve ^ ce me femble^ démonâfadveioetit âr 
d'après leiprit même de 1» folution 5 q«e' cette foltttîba 
neit ipas :po(Itbleî râaiytiqiiemedr, û la corde vibrante 
eft telle que fa çourbiure ne foit pas contii^e ; parce 
que , iîiivant refprit de cette foîutîon , de quelque ma- 
nière qu on prenne Hat partie infinîmehc petite d^ y il faut 
que la force accélératrice fbir la même dans tous leS' 
points de cette partie infiniment petite* Le mêm^ nuk 
fonnement prouve que, fuivant Tefprit de la folution ^ 
il eft néceffaîreque deux poihts quelconques infiniment 
proches*, ayent dès forces accélératrices qui ne diflerent 
que d*une quantité infiniment petite par rapport à elles") 
ce quine peut être que dans^une courbe de courbure con^ 
tinue}, ce raifonnement prouve encore que la courbure 
de la corde ne fi^auroir. être finie aux extrémités y parce 
qu en ce cas*, deux pomts infiniment proches de lex- 
trémité auroîent au commencement du mouvement des 
forces accélératrices très -lenfibles à peu près' égales y de 
un mouvement â petf près égal & crès^fenfible, tandis^ 
qu'au corttraîre Textrémité n'en auroit aucune ce qui 
cff aufli choquant que de fuppofer une courbé* dans la-- 
quelle faifant^=o;, on ^tj/=Oy & prenant enfuite 
deux </ jc cbnfécutïfs égaux ^ ou inégaux, Ifes dfeux or-^ 
données corïefpondàntes foient à peu près égales , foir 
finies, foit infiniment petites ;^ fiippofition' aibfurdë en^ 
géométriCé^ . . - 
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•*j^; dans laquelle f ai obierV^ que ^J - ne pounoit 

Jamais être (uppofée finie , lorfque x == o , cette obr 
jedion' ^ dîs-je , a beaucoup plus de force , ce me fem- 
ble> (fu'on ne paroît lui en accorder. Je conviens que 
les deux points extrêmes par lefquels la corde eft atta- 
€hée> ne font réellement foUicités par aucune force 
accélératrice , mais fimplement fixés par la force de ten- 
fion de la corde ; ou pour parler plus exadement , que 
îeflet de la force accéléracrite en ces^ points eft détruit^ 
par cette raifon qu'ils font fixement attachés; ma& il n-em 

«ft pa* momsvraî que dans réquadon-^J^-^-=^— ^^r^ g 

la quantité ^^^-J- ïepréfeiïte , Ibrfque r» ©, la force ac- 

céiératiice à lextrémité de la corde> comme dans tout? 
autre point , & que fi la coutbure eft finie aux exerémîp* 
tés > cette force accélératrice n eft pas^ nulle ^ comme 
elle le deyroit être y pour qu'il n-en^ réfultât aucun ia*^ 
çonvénient*. En effet , fi rextrémité eft fixe ^ il eft vifir 
tle que prenant au commencement du mouvement uiï 
pietît arc dx qui aft fou origine à cette eXtréinîté*, lefc 
points de ce petit arc dx doivent parcourir d'autant 
moins, d efpace qu'ils font plus proches dé ee poin^^ 
autrement il feroit împoflible de concevoir comment 
lextrémité refteroit en lepos. Cependwijb il ix'eil pas 
moins vifible que dans tous les points de ce petit arc dxy 

Ita force accélératrice -j^*^ fera à peu prés la même a» 



142 SUR LUS nBRJTIQ]\rS 

premier inftant , ifi la coiurbuxe n eft pas nulle à rorigîfft i 
d'où il eft évident que , comme tous ces points font libres 
àTexception de Textrémité , ils devrorent «tous parcourir 
au premier inftant tics cfpaccs ^ peu près égaux , quel- 
que près qu'on ks ftippofc de l'extrémité <te la corde; 
pourvu qu ife tie foient pas r«xtrémité même. Or cela 
' eft impoffîblc à concevoir dès qu on fuppofe rcxtrémité 
fixe. Voilà la véritable raifon fur laqadlc «ft fondée la 

difficulté tirée de l'équation 'j^^='j^^^^ lorfquo 
jr » o & rss=o ; difficulté qu'on ne &it ^ ce aaae iemble^ 
qu'éluder^ en difant qu'il ne faut pas s'embarrafTer delà 
valeur du rayon ofculateur lorfque 3(f=o : Car il eft vi- 
able ^ par hs premières notions 4e k tliéorie des dé* 

ipdoppécs , que lorfque r s=no , -^^ r€|)réfeate h valeur 

itiverfe du rayon ofculateur à tous les points de la courbe j; 
auffi-bien nu point ou x=o, qu'en tout autre point. 
M. de la Grange fe trompe, ce îme femble, dans la 

preuve quil tâche de donner, que —^ eft toujours 

^al à zéro à l'extrémité de la corde. Quand même la 
preuve t^u il donne de la conformité de fa conftruûion 

v/tc l'équation •J^ ms-^ , tft ferait pas fujette à tou- 
tes les difficultés expofées cl-deffus, (art. 12 & fuiv, ) 
cette preuve, ce me fembie, ne pourroic s^pplîquer au 

cas où / = o & ^ = ; car pour déterminer -4^ y il. 
feut prendre, fidvànt M. de la Grange, la différence 
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'ée. trois ordonnées > qui répondent aux zhfciffes x^^dx^ 
Sff X'^dxi Qt quafld^=sa, & Y==5:o, Kabfciflfc=RA^^ 
dx=i^Jx'^ £k pow s^oup Fofdonnée cDnse%Midantt 
à — </;r , il faudra fuppofer k courl>e continuée aU'^delè 
de foix origine, fiiivant fon cours naturel, & non , comme 
le veut M^ de la Giange , retoiimée en fens' eoncra&e 
au-defTous de Taxe;: par la raiiba qjue A on &'y pienoic 
de cetee dernière manière, alors fuppofant / = o 5 on 

auroît â-k-fo» -J^ =r= o lorfque j^ = o , & -^^ d'une 

grandeur Snie^âc à pettpsèak même, quelque poîni: qtioit 

prit infiniment proche de lextrémioé^ cft qui &8Qit. «fer 

3furde# 

^ i^« Aucune des diffiaiîc:és précédencesr n a Heu quan4 

k çourbute eft nuUe à Torigine ; car alors le rayoa o& 

cukteur ,. ou 5 ce qui eâ là nslme chofe y La ^ftâ&thj^ 

*j™ ^ qui tù tr\: raîfon înver fe du rayon efcukteur , va* 

îie beaucoup dans toute férendue du dx i Textrémîté 
refte fixe^ & tes points voilins ont d'autant moins de 
nouvemeot qu'ils «a ibnt plus, proches. 

20# J'ai ob^âé que quand la courbure de k corde 
a desrfauts^ alors là force accélératrice d*un même point 
change bruiquement ôc tout-à-coup de valeur d un în(^ 
tant à yautr^ fans paiTer par les dégréa intermédiaires«r 
On répond que ce changement ièroit en effet choquant^ 
fi k force accéléraaice arvoit une valeur finie ^ mais 
quil ne lêeSi pas, parce que cette force a une valeut 
iafinimeitt petitte» Mais il^ eâ aufll choquant en géomé^ 
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me qu'une quantité infiniment petite change 4e valeur 
bnifquement 6c par faiits^ quune quantité ftnie; aiofi 
la difficulté (ubûfte toujours ; 6c il n eft pas plus natu« 

rel de fuppofer que la force accélératrice ^^-f change 

bnifquement d'un infiant à l'autre ^ qu'il ne l'eft de (up* 

pofer que le rayon de courbure - . - qui eft en raîfon 

inverfe de cette force ^ change brufquement d'un înf» 
tant à l'autre , d'une quantité qui dans la préfente hy- 
|)othèfe pourra être non-feulemenc finie ^ mais même 
infiniment grande» 

21. Ajoutons que cette difficulté dont on paroît avoir 
fenti la valeur y contre le changement brufque qui ar* 
rivCToit à la force accélératrice d'un même point dans 
dçux inftans voifins y doit avoir le même poids contre 
le changement brufquç qui arriveroit à la force açcéi- 
lératrice dans deux points voifins infiniment proches jj 
fi la courbure de la corde n'étoit pas continue^ 

22. On m'accorde que l'équation diffârenticlle ^^-^sts 

~dt*~^ & par conféquent la confiruâion qui en réful'- 
te y ne fauroit avoir lieu dan^ les cas où la figure initiale 
de la corde eft pompofée d uoe ou de plufieurs lignes 
droites , & en cela on me donne gain de caufe ( au moins 
à ççt égard ) contre Mejlfieucs EMler 6c JPçrnpuUii .cepen^- 
dant fi la folution de M. Euler eft auflî général qu on 
Je préten4^ & applicable ^vûl ca^ où la çpurbuire n'eft 

p4s 
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pas commue ^ je ne vois pas , je Tavoue y pourquoi cette 
folution ne sappliqueroit pas à ce cas-là comme aux 
autres ; il me femble que fi les objeâions que j*ai faites 
contre la conftruûion de M. Euler font fans force, lorf- 
que la courbure neft pas continue, il leur en reftera 
fort peu y dans le cas où la courbe eft compofée de deux 
ou plufieurs lignes droites* En eflfet , fi l'équation dif- 
férentielle -j^ =s -g-^ n a pas lieu dans ime corde for- 
mée de plufieurs lignes droites, comme on en convient, 
ce ne peut être que par des raifons femblables à celles 
qui ont été expofées ci-deffus dans les articles 12 , 15, 
14, &c. raifons qui s'appliquent également au cas ou la 
courbure de la corde n eft pas continue; & fi les réponfes 
qu on a faites à mes objeâions dans ce dernier cas étoient 
valables , elles le feroient aufli, ce me femble, dans le 
cas ou la corde feroit compofée de lignes droites» 

i2 j. Pour le faire encore mieux fentir , fuppofons une 
corde d'ime courbure non continue, & dont les deux 
portions ayent une tangente commune au point où la 
courbure change. On prétend que la folution donnée 
par M. Euler pour générale , peut s'appliquer à ce cas- 
là : or au lieu de fuppofer les tangentes coïncidentes 
au point de réimion des deux courbes , fuppofons qu'elles 
faffent un angle qui fera toujours ici infiniment petit , 
parce que l'étendue des vibrations eft toujours fuppofée 
infiniment petite ; je ne vois pas quel changement cette 
iuppofition apporteroit aux raifonnemens ôc à la folution* 

Opufç. Math. Tom. IT. T 
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Maintenaat au lî^u des deux courbes., fuppofonj deux 
ligues droites qui ÊUTent jentr«jyies un angb > kqadi 
fera toujaurs infiniment petit ; il ett évident que les naê* 
mes raifonnemens auront encore li^u, âc.que p^-pon*- 
féquent fi la folution eft boijne dans un cas j elle le (en 
dans tous* 

24* Aufli M, £uler me 39iaade*t-il dans une lettre du 
26 Juillet 1753 : » Je ne fais pas pourquoi on donneroit 
«Texclufiion à un compofé de lignes droites pour la 
» figure initiale dune corde, fi ce neft que les ànglei 
» pourroient troubler la conflrudion fournie par notre fo* 
ï> lution» Mais fi on prend garde qu^i vercude la folutiofi 
» même, la courbe initiale ne doit différer qui^finimenc 
90 peu de la ligne droite , âc que rinclinaifon de cous 
3D les étémens y doit être infiniment petite , )e ne vois pas 
» qu un tel afTemblage de lignes droites puifTe déranger 
» la conflruâion «. Il faut donc , ce me (Semble, fi on 
veut être conféquent , foutenir que la folution de M. 
Ëuler efl abfolument générale , même pour le cas ok 
la corde eft compofée de lignes droites* Mais alors le| 
objeâions que j'ai faites dans les articles 12, 13, 14; 
ly^ ï^^ *7> 18, fubfifteront toujours dans toute leut 
force* 

2;. On prétend qiie quand la figure initiale de la 
corde eft d'abord compofée de deux ou plufieurs lignes 
droites, la roideur de la corde & laûion réciproque 
de fcs parties obligent bientôt la corde vibrante à preo* 
dre la figure d'une courbe, âc que dans cet état la folu^ 
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non de M. Euler s y applique. Cette aflertion me paroît 
douteufe , même en accordant tout ce que j'ai contel^ 
té jufquici ; car > quand la corde > qui étoit d'aik>rd fol:-» 
mée de deux ou de pluHeurs lignes droites y a pris la 
figure d une courbe continue , la vîtefFe de fes points 
n eft pas nulle y comme quand fa figure inkiak dl une 

oourbe continue; & il i^ut que -^îoit=t(pxytnÇ\k^ 

po£uic que ^x foit en ce moment lexpreflion de la 
vîteffe de chaque point* Donc fi on fuppofe alors ^ = 

1-i— _i ^•onaura--j^=i — -- 

% 2 ^ dt % % 

tk&^xi donc /V:r<p:r = ^— — t- — — — î donc non^ 
^ 22 

feulement il faut ftippofer que la corde parvienne à for^ 

mer une courbe continue , qui aura pour équation ^œ 

^— — — — ; mais encore que la vîtèfle (p^ en ce 

moment foit telle quey^^;^ ^-hX^r^; fans cette con- 
ààûo^ la folution ne po wroit avob: lieu. Encore ne peut- 
cUe avoir lieu dans tous les cas, avec cette reftriûion mê- 
me. Car foit >'=4/;c;onautar;c+r—;v=2/i/Af<p^; 
âc r;^^-*r^— ^s=24^;donc Tx^^^-^x-^fdxipxyii. 
r — x^s=^fdx(^x^^x; donc \x doit être une fonc- 
tion impaire de ;c, àifdx^x une fonûion paire, 6c 
par conféquont (p x une fonâion impaire. 

a6. Nous remarquerons ici en paffant que dans ce 

dernier cas, o^"Y~ ^^^ pas «*o lorfque r===o, ilncj 

Tij 
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faut pas prendre>^ = -+• parce qu on 

auroit-j^czso lorfque / = o; il faut prendre comme 

nous avons fait v = ' • Cette der- 

niere formule eft plus générale que la formule y = 
-f-^ , qm pour fatisfaire a la condi- 
tion que y foit = o lorfque ;r = o, ne doit renfermer 
que des puiiTances impaires de x^t 6c de ^— /; au 

beu que j^=n ^peut en renfer- 

mer de paires fie d'impaires^ 6c fatisfaire d'ailleurs à cette 
condition indifpenfable. L'expreffion y s=b '^^*'*"*^ —, 

^^ — a encore cet avantage fur l'expreillon ^ ^"^"'^ 

H , que la féconde ne peut fervir que dans le 

cas où -^ sss o , lorfque /=o , & où par conféquent 
r * ne peut être qu ime fonfUon impaire ; au lieu que 
dans jK== — ^ , -j^ peut être une 

fondion impaire de x lorfque /==o , & par conféquent 
avoir une valeur réelle. Ainfi dans la folution générale 

du problême, l'équation >/«-Iifî±f2llIliZIfLeft 

2 

préférable à l'équation >;=> rç^+OH-rfx-o ^ ^^ 
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ne peut êtxe appKquée qu au cas particulier où la courbe 
vibrante part du repos , au lieu que la première eft ap- 
plicable au cas où chaque point de la corde a une vîteffe 
initiale donnée , du moins quand le problême a ime folu- 
tion poffible. Je reviens maintenant à mon fujet. 

27* J ajoute à ce qui a été dit dans Tarticle 23 , que 
fi on convient que la folution de M. Euler ne peut s ap- 
pliquer à Thypothèfe où la courbe initiale eft compofée 
de deux ou plufieurs lignes droites , en ce cas cette fo- 
lution n'aura guères plus d*étendue que la mienne. Car 
Thypothèfe dont il s'agit , eft , pour ainfi dire y la feule 
qui ait lieu dans la nature ; puifque la manière ordi- 
naire de mettre une corde mufîcale en vibration eft de 
la tirer de fa fituation rediligne par un ou tout au plus 
par plufieurs de fes points , & de lui donner par ce moyen 
dans fa figure initiale y ime forme triangulaire y ou tout au 
plus polygone* A l'égard de ce qu'on ajoute , que la roi- 
deur de la corde y & l'aûion réciproque de toutes fes par- 
ties l'obligeiront de prendre bientôt la figure d'une courbe 
continue y rien n'empêche de dire aufli que cette courbe 
continue fera du genre de celles que j'exige pour la bonté 
de la folution; du moins il fera impofiible de prouver 
le contraire par la théorie , comme il l'eft de prouver 
par la théone que la corde prenne la figure d'une courbe 
continue lorfqu elle a commencé par former . deux ou 
plufieurs lignes droites. Il y a plus y quoique le raifon- 
nement dont M. Taylor s'eft fervi pour prouver que la 
corde doit prendre dans fes vibrations fucceifives la fi«-^ 
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gure d une trochoïdc allongée , ne fait pas exaû dan* 
la théorie mathématique ( comme je lai prouvé dans 
les Mémoires de Berlin de 1747) il pourra être em- 
ployé avec moins d'inconvénient quand on aura égard à la 
roideuï de la corde , 6c à la réfîftance qu'elle éprouve dan* 
fon mouvement, & qui oblige tous fe$ points d'arri- 
ver au même inftant à l'état de repos après un temps 
affez court. On pourroit axifli y en généralifant la folu- 
tîon de M. Taylor avec M. Daniel Bemouflî, fuppofer 
que la corde prend à la fin la figure d'un aiffemblage 
de trochoïdes. Mais encore une fois, toutes ces fbhitions 
du problême ne feroient qu'hypothétiques & précaires, & 
non pas ( comme nous le demandons ) mathématiques 
de générales. 

a 8. M. de la Grange m'objeéle que mes (fifficultés 
contre la folution qu'il a donnée dans le premier volume 
^des Mémoires de Turin, difficultés expofées dans le 
premier Mémoire de mes Opufcules ^ s'appliqueroient 
également au cas où la courbe efl compofée de parées 
ferpcntantes à l'infini y quoique dans ce cas , dé mon 
propre aveu , la folution ait lieu ; Je réponds qu'à la 
vérité la folution a lieu dans ce cas ; mais que l'analyfe 
for laqxielle la folution de M. de la Grange eft appuyée ; 
me paroît infùffifante pour ce cas même , quoique par 
d'autres raifons la folution fe trouve bonne pour ce cas- 
là. Rien n'eft plus ordinaire en géométrie que de voit 
une folution peu exaâe dans fa généralité, être exade 
dans un cas particulier ; fans doute parce qu'alon Ic^ 
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méprîifis ^'on peut avoir commifes dans la fi^lution g^ 
uérale^ fe «compenfeût & fe détruiiient mutueUemegc 
dans ce cas pamculierj il ne Êiut donc pas çoncltm 
de ce quwi^ folution fe trouve bonne > comme pw: 
hafard^dans un cas pardculier ^ quelle eft exade dan« 
tous les autres cas. Far exemple ^ on a vu ci^deflus 
(article 13) que la fuppofidon de dx^s=^4t eft illufoire^ 
dans le cas où la courbure de la corde varie brufque*- 
ment en un de fes points; inconvénient qui na .pas 
lieu quand la courbure de la corde efl continue; parce 
qu'alors la fuppofition de dx^=dt^ neft point n^écef* 
faire pour la foludon ^ ^ que celle de dx=^ndt fe* 
rok également bonne. Donc la fuppofition de dx^^dt^ 
qui n a point d'inconvénient dans ce dernier cas , en 
auroit dans tout autres 

2p. Cette derniene réflexion peut donner lieu à une ob* 
yeâlon qu il cft néceflàire de réfoudre. On dira peut être 
qu à b vérité , fuivant les démonftrations précédentes ^ la 
foludon de M. Euler n a pas lieu quand la courbure de la 
corde a des iauts , à: quand elle n eft pas mille aux^xtrémi^ 
tés ; mais qu'au moins la foludon aura lieu ^ quandia courbu- 
re de la corde vibrante fera nulle aux extrémités ^ 6c quand 
cette coœbure nex^ngera brufquement en aucun point; 
car en ce cas y toutes \ti^ objeâions tirées de la conftdéraf 

tion de l*équadon-j^a=:-j^ n ont plus de force. 

30. Poiu: répondre à cette objeûion y je fupplie le 
Leaeur de relire les S. XYIS^ XIX & XX du pre« 
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liiier Mémoire de mes OpufculeSj dans lefquels je ctoli 
avoir prouvé que fi on fe permet de faire changer de for- 
me aux fondions ^ ( ^ H- / ) & (p (a? — f ) , on ne pour- 
ra plus s'aflurer que la folution foit déterminée nî 
exafte {a). On doit fentir au refte que la feule force de 
la vérité a fait naître en moi les différens doutes que 
j'ai propofés jufqu ici fur la folution qu on prétend gé- 
nérale ; car fi j'avois quelque chbfe à défirer , ce feroît 
qu elle le fut en effet ^ puifque je fuis le premier qui aye 
imaginé cette folution fi fimple , en la reftraignant à la vé- 
rité aux feuls cas où je la croyois & où je la crois en^ 
çore exafte & hors d*atteinte. 

5 1 . Après toutes les nouvelles raifons que j'ai apporttfes 
dans ce Mémoire , pour prouver que la folution géo- 
métrique du problême des cordes vibrantes eft en ef- 
fet renfermée dans les limites que je lui ai aflignées , 
je ne crois pas qu il foit néceffaire de difcuter la nou- 
velle & très-favante folution que M. de la Grange a 
donnée de cç problème; folution qui cfl d'ailleurs ex- 
trêmement compliquée y & que d autres occupations ne 
m'ont pas permis d'étudier jufqu'à préfent avec affez de 
foin pour me fatisfaire fur les principes qui en font la 
bafe , & fur les différentes opérations dont elle efl con> 
pofée. On verra d'ailleurs plus bas y dans le fécond Sup^ 
plément à ce Mémoire , que ce grand Qéometre a chan- 
gé d'avis fur le réfultat géhéral que lui donne cette 

( fl ) Voyex auffi plus bas , de nouvelles ptcuvcs dç cette vérité dans le fe- 
ç*nd Supplément i ce Mémoire* 

folution y 
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iblution^ ce qui en rend ici l'examen moins néceflaire, 
5 2. En fîniâant cette difcuflion^ je placerai ici quel- 
ques remarques fur les vibrations des cordes , qui n ont 
point de rapport à la controverfe précédente. JTai prou- 
vé , n je ne me trompe , contre M. Befnoulli , dans le 
premi<?r Mémoire de mes OpufcuUs , que Téquation de 
la corde vibrante ne pouvoit être fuppofée en gé- 
néral V =ct fin. ^^ ■ •+• C fin. — ^ — *+• ^ fin. - ^^- : 
^ a a A ^ 

&c. à l'infini. On peut ajouter aux raifi^ns que j'en ai 
apportées , que fi la corde vibrante , dans fon premier 
état ^ pouvoit être repréfentée par une telle équation , 
il feroit permis de regarder cette corde vibrante comme 
compofée de branches alternatives à l'infini au-deflus 
& au-deflbus de Taxe ; car la courbe dont l'équation 

feroit V = Afin. ■ '^^ -4- C fin. -i^^H- J^ fin. -i^^ - 
"^ ^ d a a ' 

&c. feroit compofée de telles branches. Or il cft évi-- 
dent qu on peut fuppofer à la corde vibrante une infi- 
nité de figures initiales^ telles, quelle ne foit pas com- 
pofée de branches alternatives à l'infini. Donc l'équa- 
tion dont il s'agit, eft iilufoire pour repréfenter le pre- 
mier ^t de la courbe vibrante dans tous les cas pof-* 
fibles. 

53. Mais, dira-t-on, ne peut-on pas au moins regar- 
der une corde vibrante, phyfiquement parlant, comme 
compofée d'im nombre de corjmfcules très-grand , quoi- 
que fini, & pour lors ne fêra-:t-il pas permis de regar- 

Opufc. MatL Jom. IF'. V 
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der les vibrations de fes poùits comme composes de 
vibrations multiples? Je réponds, i®. que dans cette 
fuppofition même , ces prétendues vibrations multiples 
feroîent fouvent illufoires y comme je Tai prouvé dans le 
premier tome de mes OpufcuUs ^ pages 6\ y 52 & 53* 
2^. Qu U pevt y avoir une très-grande différence entre les 
vibrations dune courbe continue, confidérée comme 
compofée d une infinité de poids , & les vibrations de; la 
même courbe confidérée comme chargée d'un nombre 
très-grand, mais^i, de poids, unis enfemble par de 
petites lignes droites. Car j ai prouvé dans les Mémoires 
de Berlin de 1750 , page jyp, & dans le premier tome 
de mes Opufcuks , page 3p , qu une corde infiniment 
petite , chargée d un ou de plufieiirs poids , fait ie$ 
vibrations dans un temps très-différent de celui des vi- 
brations de la même corde ^ fi on la fuppofoit une tro- 
choïde allongée, ou quelque autre courbe. En effet, 
les rapports des temps dans les formules des endroits 
cités fubfiflent , quand même la longueur de la corde 
vibrante feroit infiniment petite , pourvu qu elle foit la 
même dans les deux cas. C'efl donc s'expofer à tomber 
dans des^ paralogifmes , que de prétendre réduire la cour- 
be vibrante a un polygone chargé d'un nombre indé- 
fini de poids ; par la même raifon qu on fe tromperoit 
«1 regardant le temps de la defcente par un arc de cercle 
très - petit , comme fenfiblement égal au temps de la 
defcente par une ou plufieurs cordes qu on fuppoferoît 
jinfcûtes dans cet arc» J avois déjà touché quelque choie 
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'de cette réflexion dans larticle 22 du premier Mémoire 
de mes Opujcules ; mais elle ne tomboit en rigueur que 
fur les cordes fuppofées chargées d un petit nombre de 
poids ; ici elle s'applique aux cordes fuppofées chargées 
de tant de poids quon voudra, & prouve quon ne 
lauroit les confondre avec des courbes vibrantes. 
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PREMIER SUPPLÉMENT 

AU MÉMOIRE PRÉCÈDENT. 

I. JL/EPtris Tannée 1^62 que ce Mémoire eft écrit, faî 
eu occafion de faire de nouvelles réflexions fur les dîffé- 
rens objets qui y font traités. Je placerai ici ces réflexions, 
à peu près dans Tordre des temps où je les ai faites* 

a. Un célèbre Géomètre , qui aeft ni M. de la Grange 
ni M. Euler,. prétend prouver par un fingulier raifonne- 
ment, dans un écrit non imprimé que j*ai vu , que la fom- 
me de cof. ;r+cof 2 x^ cof.j ;t , &c. à Tinfini = — ^^ 
lorfque x=4S^. Puifque la fuite dont il s'agit , dit ce fo- 

vantGéometre,eft— Lr ,0,— -—r^ — i,— .J_ n: 

•4- -^ , *f- I , donc la fomme eft égale à Time 

des quantités fuivantes-j;^,-pî^-i-o,o, — i^_i^ 

-7T^"~ ^ 77""*"^^ — I , o. Or dans cette com- 

binaifon, qui forme huit cas, il y a deux cas pour 
-^j^ , deux pour o , deux pour — 1 , deux pour — 1 — ! 

-pr^î donc par les régies des probabilités , là fomme 
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5. Le même Géomètre prétend prouver par im rai- 
fonnement femblable que la fomme de la fuite i — — 
i-Hi — 1-+-1 — I, &c. =|- , parce que dans la moi- 
tié des cas elle eft = o , & dans Tautre moitié = i, 

4. Avant que de répondre à ce Géomètre^ nous allons 
rendre fa propofition encore plus générale/ Nous prou- 
verons quen effet la fomme moyenne entre toutes les 
fommes de la ferie cof. x + cof. 2 X'^ cof. ^x y &c. 
eft =: — |j mais nous le prouverons rigoureufement ^ 
& non par le calcul des probabilités ^ dont lufage , 
nous fofons dire ^ eft dans le cas préfent tout-à-fait chi- 
mérique. U ne s'agit pas ici de conjeâurér y mais de ûfe- 
montreri & il feroit dangereux y (quoiquà la vérité 
ce malheur foit peu à craindre ) qu un genre de démonf- 
tratîon fi fingulier s'introduisît en géométrie. Ce qui pour- 
ra feulement paroître furprenant y c eft que de pareils 
raifonnemens foiejit employés comme démonftratifs par 
un Mathématicien célèbre y & dans un écrit où il s'ex- 
prime avec très - peu de ménagement fur le dixiè- 
me Mémoire de mes Opufcules y concernant la théorie 
des probabilités ; théorie qm n a pourtant ( ce me fem* 
ble ) rien de plus choquant que lufage qu'il fait ici de 
Tanalyfe des jeux de hafard. Quoi qu'il en foit y après 
avoir prouvé, non par cette analyfe, mais par un cal- 
cul rigoureux, que la fomme moyenne dont il s'agit, eft 
en effet == — i dans tous les cas ^ nous prouverons en-. 
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fuite qu on n en peut rien conclure pour la fomme réelle 
de la ferîe ^ que cette fraâion — ^nt repréfente point, 
y. Si on faifoit ;c= 5o dégrés, dans la formule côC 
;if -4- cof. 2x 4- &c. la fuite feroit f > — t> — ^ > •*• 
f,-+-7,-Hi,cequi donne pour la fomme. Tune des 
quantités fuivantes ,7, o,- — i, — i — t^ — ^^^j 
& employant les méthodes ufitées en pareil cas, on au- 
roit la fomme générale 



% 
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6. Si x^= po** , on auroit o, — i,— i, o,&pac 
conféquent la fomme feroit encore «= — \. Mais laîf- 
fons-là cette démonftration limitée & par indu£lion, 
& cherchons-en une qui foit tout-à-la-fois pluç rigoureufe 
& plus générale. 

7. Suppofons d'abord ^ = à une partie aliquote de 
po dégrés , on aura, comme on voit ici, là fuite des cofi- 
nus fur quatre colonnes. Dans la première , il faudra , 
pom: avoir la fuite des cofînus , aller de haut en bas , 
dans la féconde remonter de bas en haut , dans la troî- 
fiéme de haut en bas , & dans la quatrième de bas en haut* 



Première cohnne. 


Seconde colonne. 


Tro\fiime colonne. 


Quatrième colonne. 


CoC I JT « • . • . • 


„ 


C0C180 •.— I 

cof. 180-^*....— tf 
coCiSo— i;r..— > 


CoC 180-4- .X..— il 

cof. i8o-hi;c.. — h 


co£3^o -hi 


coCxx., 


...ft 


cof. 3 x....«« 






CoC 4 ;!?..••. • 


^ 




C0C7» 


e 

f 
g 


cof. $o^Zx..--^f 




coC>70 -*-»*..+/ 


cof.90— *.•• 
cof.po.,.,... 


t . • m 


coC ^O'rf-x.. — ro 


cof. 270— *. 7— m 
co£t7o..«.*...,,o 


conx7o-f«. ;r,.-f-» 
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8. Il eft vifible que chacune de ces quatre colonnes 
aura un nombre de termes = ^m, ten fuppofant ixx=^$o^. 

p. Soit à préfent a=^Ay a^è^^B^ a^6'+-c=C^ 
&c. les fommes feront pour chaque colonne ^ en comp- 
tant fucceffivement de haut en bas ^ & de bas en haut ; 



X 


A 


— I 


— I — il 


-» X 


1 


B 


o 


— I — B 


*— - I 


3 


C 


A 


— 1— C 


»«.I 


4 


D 


B 


/ 




• 


m 


C 






• 


• 


D 






• 


• 


• 






• 


• 

L 


• 
• 






/* — I 


M 


• 


— i~Af 


^ ^ 


/* 


M 


L 


— 1 — M 


X 



• X 

• o 

-if 



— X— L 

ce qui fait en tout 4 1^ fommes , & 4 ju cas. Or ajou- 
tant toutes ces fommes enfemble, & les divifant par 
4fAy on verra que les quantités j4y B ^ C ^M dans les 
fommes de la première & de la quatrième colonne font 
détruites par des quantités pareilles dans la troifîéme ÔC 
la quatrième; & quil refte à la troifiéme colonne — 
1 x/As=~/A^6cà]a quatrième — i x /tt = *— fi ; dont 
on aura — 2 jt4 pour la fomme totale de toutes les fom* 
mes particulières; & cette fomme totale divifée par 4/4 
( nombre de ces fommes ) donne — 7. 

10. Pour démontrer maintenant cette propofition dans 
tous les cas , même dans ceux où x n eft pas une partie 
aliquote exafte de po dégrés, je remarque d'abord que la 
ferie cof, ^-hcoC 2^-+-cof. 3 x^ &c. recommence après 
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le terme cof. Mx y Mx étant = 3 5©** j 2°. que la fom-r 

me des termes y compris le J^« eft '" ■■ ^,'71"^^^^ '^' 
— 1=0^ puifque cof. Mx = i , & qu'on a cof, 
( J/-*-i ) A? = cof. #. 3°. Que la fomme de ly 

a , 3 , &c. termes eft refpeâivement , "^*~cot*V — »* 

cof»! y cof. 3 j? , cof. 3 jf — cof. 4» I 

i(i — cof.*) »^ > x(i — cof, x) 7> ....•• • 

COC Mx cof. (M-i- j') X iTi ♦/• 1 

. ^^, cofljg) — ~" '^' ■t'onc la fomme de ces 

femmes eft -îî^^fîii^+IliL - z x ^j & cette fom. 

me divifée par M donne — 7, parce que cof. {M-h i)x^ 
cof. X. 

1 1. Donc puifque la fomme de M termes de la ferie 
eft = o , & que la fomme moyenne de toutes les fom- 
ïiies depuis Iç premier terme jufqu au .^' eft = — |, il 
s'enfuit que la fomme moyenne de toutes les fommes 
depuis le premier jufqu'au /> iW* terme , /? exprimant un 
nombre entier pofitif , eft auffi =* — | j vérité curieufç 
en elle-même , indépendamment de la conféquence qu'on 
prétend en tirer j & qui n'eft nullement exaÛe, " 

la. En effet, cette fomme — i > moyenne entre tou- 
tes les fommes. poffibles , n'eft pas pour cela la vraie 
fomme de la fuite ; c'eft feulement la quantité moyenne 
entre toutes les fommes que la fuite peut avoir, quantité 
qui n'exprime la vraie fomme de la fuite en aucun cas.' 
..Car cette fomme, rigoureufemem Ôc exaâement calcu- 
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Iée,eft, comme nous avons vu, -^îi^î^^;=i2^X:^±ilfL 

^ ^ ^ 1 ( I --^ col. X ) 

^^{y qui (comme îleft évident) ne pourroit être — ^ que 
dans le cas où cof. Mx feroit= cof. ( J!f •+- i)x\ c eft-à- 
dire, lorfque la différence de Mx & de (Jf-+-i);v 
feroit = o ou 35o^; ce qui donne x=Oy onx^s=z^6o^i 
Or dans ce cas la fomme de la ferie cof. x -H cof. 2 ;c •+• 
ôcc. cft = 00 . Donc en aucun cas elle n eft = — i- 
I j. Il eft aîfé de voir que quand ;r=o ou 360^ y 

le numérateur & le dénominateur de la fraâion 

çoC.]H^-coC.iM^i)x deviennent chacun =0 ; ce qui 

»(l — ■col. X) ' ^ 

»e fait point connoître la valeur de la fomme de la ferie; 
mais on trouve par un autre moyen que cette fomme 
eft =! i-i-i-i-i-i-i^ &c. = 00 ; puifque la fomme 
cherchée eft celle de cof. x •+- cof. 2 ^ -+- cof. 3 ^ -+- , &c, 
qui dans le cas préfent devient i H- i -h i ^ &c. 

14* Je remarquerai à cette occafion ôc en paflantj; 
que la formule ordinaire pour la fomme d'une progref- 
fion géométrique ne donne point la fomme de cette pro- 
greflion , quand tous les termes y font égaiix ; en effet ^ 
fuient ^ ^ ^, les deux premiers termes^ ^ , le dernier; 

& s la foijime* on aura s=^^ ^ ' ^~ \^ ;&fitfs=s3=a 

^ ; on aura s = ^^~^^ -zssi— • ce qui ne fait rien con- 

Qoître ^ quoique là fomme fe trouve d'ailleurs être la- 
finie^ 

1 j. On peut âuffi obferver que^ quoique -^^—ij— w^; 

Opufc. Math. Tonte IF. X 
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a «4- ^ , il n'en faut pas conclure que quand ^ =« , os 
ait <^.^--^<^ ssa-hat^^zaicsix h fomme de la pro- 

a — CL . * 

greâiôn n eft pas = 2 ^ , niais 00 . Toutes ces petites 
mconféquences qui femblent réfiilter du calcul ^ mé-» 
ritent d'être remarquées quand l'occafîon s*en préfente ^ 
afin de fe précautîonner contre les erreurs où elles pour- 
roient conduire* Revenons maintenant aux cordes vi--. 
brantes. 

16. Le célèbre M. Euler^ qui a beaucoup réfléchi 
fur les vibrations des cordes ^ & qui croyoit d'abord la 
folution bonne & générale^ quelle que foit la fîgme 
initiale de la courbe ^ croit aujourd'hui , comme il m'a 
fait Thonneur de me le marquer dans une de fes lettres j| 
du 20 Décembre 17^3 > que cette folution na pas lieuj 
lorfque la courbe initiale à dans quelque point une tan* 
gente perpendiculaire à Taxe. Les raifons qu il en don- 
ne, font que la folution générale exige les deui condir 
tions fuivantes; i^t que la longueur de là courbe ne 
diffère qu infiniment peu de la ligne droite qui en eft 
Taxe ou la bafe. 2^, Que le mouvement de chaque point 
le fafle conftamment ou au moins à très-peu près fut 
l'appliquée perpendiculaire à Taxe, & quon puiffe re-* 
garder Tare comme égal à labfcifle ; or , félon lui , pput 
fatisfaire à ces conditions , il faut non-feulement que 
l'appliquée foit infiniment petite , il faut encore que les 
tangentes à chaque point faifent des angles infiniment 
petits avec Taxe» 
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17. Je ferai fur cela plufieurs réflexions, 
i^. Il eft d abord certain que quand la tangente eft per- 
pendiculaire à Taxe en quelques points, Tare de la cour- 
be qui fe terminera ce point, & qu'on fuppofe comp- 
té depuis forigine, c'eft-à-dire, depuis un des points 
fixes y peut être toujours cenfé égal àlabfcifle corirefpon- 
dantc , pourvu que les appliquées foient par-tout infi- 
niment petites ; il eft certain de plus que dans ces points 
mêmes le mouvement fe fera dans la diredion de lap- 
pliquée : mais il ne feft pas moins que dans les points voi* 
fins , le mouvement fe fera dans ime direélion fort diiFé- 
rente , & prefque parallèle à Taxe ; dîreâîon qui eft ex- 
clue par les conditions du problême. 

a^. Si cette figure dans une ou plufieurs parties de 
la courbe empêche la folution d'avoir lieu, comme 
il paroît que cela doit être, il s'enfuivra quii y aura 
même des cas aifujettis à la loi de continuité, ou la folu- 
tion ne fera pas bonne; par exemple, foit^=v^(2^— :5;^^), 
Téquation d'un cercle, 6c foient élevées perpendiculaire- 
ment aux lignes x. àts appliquées »s aux aires corref- 
pondantes/V^ 1^(2:5;^ — :iX.) , oir formera une courbe 
telle qu'en faifant pafter par le centre du cercle une ligne 
perpendiculaire à l'axe des ^i, c'eft-à-dire, à l'axe com- 
mun du cercle & de la courbe, la courbe aura des bran- 
ches alternatives à l'infini , toutes égales 6c ièmblables 
au'deflus 6c au-defTous de cette ligne; de plus, il eft 
aifé de voir que la courbe aura des cangenteis perpen- 
diculahres à cette ligne , répondantes à tous les points 

Xij 
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dans lefquels ^^(2:^ — ^^j^^ss^a^ ^ c eft-à-dif e , dans lefr 
quels Faire fd:(^V{2 z, — :Cî.) ^^ =0 > ou=à un nom* 
bre quelconque de fois Taire du demi cercle^ prife pofî- 
tîvement ou négativement. Diminuons maintenant les 
ordonnées de cette courbe ( perpendiculaires à cetxe der- 
nière ligne , & par conféquent parallèles à la ligne des 
:i ) en raifon de <» à i ^ et exprimant un nombre très- 
petit ; & cette courbe fera dans le cas de celles auxquelles 
nous avons jugé ( Mémoires de Berlin, 1747 & 17 fa) 
que notre folution peut s'appliquer. Cependant il eft évi- 
dent que la perpendicularité des-tangentes par rapport à 
Taxe, exclut alors la folution. Voilà donc des courbes af- 
fujetties même à la loi de continuité ^ xlans lefquelles 
la folution femble n avoir pas lieu# 

18. Par la même raifon la folution femble ne devoir 
pas avoir lieu lorfque la courbe eft perpendiculaire i 
fon axe en lune de fes extrémités, quand même elle 
feroit affujettie d ailleurs à la loi de continuité , & qu elle 
auroit des brandies alternatives femblables & égales auH 
deflus & au-defTous de fon axe; par exemple, ft en pre- 
nant les X fur Taxe ou fur la bafe de cette courbe , oû 
avoitj^ = cti/ (fin. x) , a étant une très-petite quantité^ 
cette courbe feroit évidemment dans le cas dont il s'agit^ 
& il en eft de même dune infinité d'autres cas ; il fuf^ 
fit pour cela que dans la valeur de jr exprimée en fin^ 
X & finus des multiples de ;c , il fe trouve un feul ter- 
me^ ( cb fin« xY dsns lequel/ foit =s à une fraâion moiip? 
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Hre que lunîté ; car alors -3^ feroît =00 à l'origine 
de la courbe. 

i^. Il faut feulement remarquer qu'alors le dénomi- 
nateur & le numérateur de la fra£tion p doivent être 
tous deux foppofés impairs , afin qu en faifant x négâ* 
tif ^ « ( fin. X y ait une valeur égale fie de figne contrai** 
Te , comme il eft néceflaîre pour que les branches al- 
ternatives de la cQurbe foient aflujetties à la loi de con* 
tinuîté. 

20. Je pourrois même ajouter que la folution fem- 
ble ne devoir pas avoir lieu fi à l'origine de la courbe 
^ = et ( fin. ;r)"'^ m étant une frafkion plus grande que 
Tunité, pourvu quelle nen foitpas le double. Car alors 

^' ^Ji gg 00 , lorfque ;tf = o î ôcla courbure fe trouvant 

infinie à l'extrémité , la folution paroît alors n'être plus 

applicable; en effets quand x^=o^ ~3T» femble de^ 

voir toujoxtts être =0^ & par conféquent j^ Ae peut 

être = 00* 

^ I. Mais il faut remarquer que ce raifonnement n'ai*- 
ra lieu que pourlefeul inftant où l'on a à-la-fois ;r=a 
6c r = o 9 en efiet^ fi on iiippofe jr == o fit / quelconr 

que, léquaaon>^=s=--^^ H*— -^— ^ — ^— * donnera 

^^r- & 7^ A toutes deux égales à aero, lorfquè xsssà^ 
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excepté dans le cas ou l'on auroit à-la-fois xsssq ^ 

f=o; car-^= ôc-^^ ^ 

^ ^ ^ ^ L. j fic^ Il on fuppofe (px une fonc- 
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tion impaire , aînfi que ^" x y chacune de ces quantités 
eft s=s o lorfque a? = o > à moins que Ton n eut auffi 
t^=^o y auquel cas ^" {x) -H^ '\x) peut être t= oo ^ com- 
me il arriveroit , par exemple y Çi ^" (x) étoit une puiflan< 
ce négative de x. 

22. Ceft une chofe finguliere qu'il y ait des quanti^ 

tés comme (x'-hi) ' + (a? — /) S & ^^^ i^^' 
nité d'autres femblables y qui font égales à Tinfinî quand 
Xs=^o & t=Oy & qui deviennent =Q, pour peu qu'on 
donne la moindre valeur à ty en biffant toujours ^=o, 
Le calcul nous offre ainfi en plufieurs ocçafions daffe:^ 
étranges paradoxes. Mais^ fans nous arrêter fur ce fu^ 
jet y venons à Texamen de la queftion propofée. 

as. Il s agit donc de fçavoir fi un feul point & un feu! 
înftant où féquation -2^-^s=--^^ paroît n avoir pas 
lieu y empêchent la folution d'être bonne, 

24. Sur quoi je remarquerai d'abord qu on peut ap*' 
porter une infinité d'exemples y où une folution n'en eft 
pas moms bonne y quoiqu'il y ait des points où l'équa- 
tion propofée n'a pas lieu? par exemple^ foit /y = 

' y^^x^x i)> ^^ ^ tirera^=5:|/(2aA?--9*;r)quieft 
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r^quadon du cercle, & qui a lieu pour tous les points 
de cette courbe; cependant lorfque x eft = o, le dy ^ 
c'eft-à-dire , la différence de deux ordonnées confécu-' 
tives^ dont la première eff =:o, 6c la féconde infiniment 

& non pas -—77 — ^-^^ — rr- comme Féquation dy =s' 
V(il^~l^) f^^^'^^ ^^ donner» De-Ià on peut d abord 
conclure, ce me femble, que quoique Téquation -j-— = 

^-3^ n'ait pas lieu dans un feul înltant & dans un fcul 

point y k conftruâion générale pourroit n en avoir pad 
moins lieu dans ce cas-là* 

2;«Mai8, dira-t-on, fi la folution n*en eft pas moins 
bonne & moins générale > quoiqu'il y ait un point de 

la courbe où dans un feul moment Féquation ~x^ "^ 

^^^ ' n a pas lieu , n en pourroit-on pas conclure que 

la folution eft bonne en général , quoique dans certains 
cas il y ait des points ifolés & en petit nombre où Téqua-' 

txort —j^sssi-j^ n a pas lieu , comme il arrive lorfque 

la courbure de la courbe a des fauts, ôc neft pas nulle 
aux extrémités ? Cette réflexion affoibliroit beaucoup 
les objeâions que nous avons faites contre la conftruc-» 
tion que Meffîeurs de la Grange ôc Çuler prétendent 
être générale* 
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2 (î. Voici, ce me femble, le dénouement de touteë 

ces difficultés. D'abord il eft évident que fi -j^ ^ co çn 

quelque point de la courbe initiale, la folUtion gén6 
raie ne peut plus repréfenter les vibrations de la corde; 
quand même les branches alternatives feroient affujetties 
à la loi de continuité. Mais pourquoi cette folution nV 
t-ellç pas lieu alors ? Ce n eft pîis p^rce que Imtégrale 

y^ llJLhlL.^ .llfLUlL, ou pour plus de fimpHr 

cité^=<p(;tf4-/)H-<P(«v— /), ne repréfente pas Téquar 

ûon - ^^f scg-j^; car elle la repréfente alors toujours; 

Ceft parce que Féquatîon — j^ = -j^ ne repréfentç 

pas les mouvemens des points de la corde , dont plu^ 
fteurs ne fe meuvent pas dans la direûlon de lordQnn^ç 
^^ y cçmme on le fuppofe dans la folutipn, 

:27. Au contraire , lorfque dans la courbe initiale le 

.^^ fait des fiiuts, alors non - feulement Féquation 

-^^ «= -j^f^ ne repréfente pas le mouvement des pobts 

élémentaires de la courbe, comme il réfultç du préçé-»» 
cèdent Mémoire (art. 14 ôç fulv. ); mal? encore Téqua^ 
tion (p{x-^t)^(p{x — t) ne repréfente plus Téqua* 

Ûon-jj^^^-rj—^ comme nous Favons prouvé, 6ç 

yoilà pourquoi la folution eft alors fautive. 

{î 8. Il y a cependant un point de vue fous lequçl on 

geut! 
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peut faire lifàge de la foiutîon ou conflruâion géné- 
rale j même dans le cas ^ "7^= ?^ ^^ quelque point 
de la Gourbç; c'eft dé ne point fuppofer qu oh veuille 
déterminer le mouvement des points d*une corde vibrante ^ 
mais feulement celui d une infinité de points ou corpufçu-, 
les ifolés infiniment proches^ animés par des forces éga* 

les à -j^^ perpendiculairenient à Taxe des ;r^ & par 

COAféquent dans la direûîon des j^* En ce cas, l'inté- 
grale propofée , 6c la conftruûion qui en réfulte , re- 
préfenteront parfaitement le mouvement de ces points 
tfolés , dont on fuppofe que les deux extrêmes demeu* 
rent fixés par quelque force qui les retient, s^il ejlnér 
ceffairé ; je dis s'il eji nécejjaire j car il eft évident que 

la feule condition que-^^= o lorfque/=o, don- 
nera ^=^{^-h/)4-(p (a;—/); & que fi (px eft une 
fonâion îinpaire, comme on le fuppofe ici, on aura 
^ =o, lorfque ^ = o, quel que folt #,. & quainfîleç 
points extrêmes refteront toujours (P eux-mêmes en repos. 

25>. A f égard du cas où ^j^ eft s= oo lorfque ;r = o 

fans que ^^ foit auflî e=a oo , je dis que la foiutîon s ap- 
plique entièrement à ces cas -là, & quelle repréfentè 
le vrai mouvement de la corde. 

^o.Pour le faire voir , fuppofons, par exemple > >^== 

'0,{Gxi.xy ^ on aura -j^toujçyrs égale à zéro, lorfque 
Ùpufc. Math. Tom. ir. Y 
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X SB o 9 / étant tout ce qa'oii vtHiclm ; ^Sb6& les ^xixi^ 
mités de la corde reftefont toi^ui^ fixes: & immobi- 
les f comme la folution exi^e qu elles le foient. H eft 

vrai que dans ce cas-|^ir- parotcxa devoir être infime^ 
ainfi que -g^^Iôtfqpe Ton ai-Ia-fôîis *=t=o dtrs=oi 
Mais il Ùlva remarquer qi» quoique -^ibit toupuis 
tes o, lotlque X & «s« e^ cepenikût 4^ P*""* ^^^ 

infini dans ce même cas» Car-^i^n'expciime que & E^ 

mite de X^àXxtoiSkttAtit de la v^elOTe <{ pendanr rndS[anc 
dty ou ^ut6t la limite du &^on de du à ^f ; or quM^ 
que deux valeurs confécucives de u pendant deux mfr 

tans confëcudâ foient égales à iseio , favoir s=£* -^ 

(' — < )';r cependant la limite du rapport </«: Vf quîeffpro» 

pordonnelle k t • H- <— *) ^peut ^cr» «: «^ lorf* 
que /•sBso» 
5 u En un ntot, il fiiffit pour la bonté de £i rofif 

don que —^ foit toujours = o ^ lorfque x^so^ CDm<: 

me il l'eff en eflfet i il n'eff point néçeflaùre qse -^ 
f^îc auill égale à zéro ^ & cela, ne ^enfuit pas de ce que 
^^ ssx o ». CDOune dans l'équation. <£ûne courbera ne 

«•enfila ptt que -^«©jr ^oiquc -^ foôt Œ«;tJï| 
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sue -j^ foiç == o , quoique j/- ss* o. 

ja. L'équaèion -^jf- =^ "7^* ^ llpiiégi^e^îûnfî quf 

b conAru^Qn qui en >éfui(«!. ^ 91» dpQC mQwr$ liev 
idans les coyrbfs dont il s*îigMS> flpefl-i-d«ç, d^ps ççlle^ 

ipù -^^ a'eft jamais -m o*^ quoique ^f^le puifle ^tre^ 

5 3« Je remarquerai à cette occafion , par rapport à 

Féquadon dy >= ■ jT^JlLii) » a^^guée ci-déflus coim 

me ùaxâve lorsque x=:o , que cette- équation ^ bien 
entendue, eft toigouis très-exaâe, même dans ee cas 
^lif^^^i 8i*!#ffei, dgns çetç§ équation (Voye^ç l'a^r 

ticle PiFFÉ&pNTiEi, dans rEncyjplppedie ) -j^ exprime 
la limite du rapport de la différence de deux Ordoni>éeà 
(qu'on fuppoîe disantes de Uqusmtité finie dx) à cette 
quandté finie </;ir. Or il eft aifé de voir ^ p^r la Géomé^ 
trie élémentaire , que là limite de ce rapport éft tou- 
jours rigoureufement égalé i yr^l^^fef* Ainfiréi' 

iguadon Jy «*? y^S^l^^ biqnffitaffldwe» eft /i|fOU- 
imdènient vraie dans tous lf9. cas. 

3^ Biais y in(iflera-t*on , fl -t^ peut nepwêtreiaÈ*^ 

îde vos obje£Uons(tf)coiitrekc6nffirafiUonde M/Eukr^ 

<aO Opttlt. Mstt&« tôiau.«, page ij, ' '' 
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objection qui eft fondée fur ce que-^j^nedokjamaîî 

être finie lorfque ;r s=s o ^ par la raifoa qne -yj^ doit 

toujours être =s o en ce ppînt-là l Je réponds que cette 
objeûîon feroît en effet îans force, fi on la bornoità 
cette feule confidération *y mais que fi on y joint celles 
qu on trouve, art. 1 8 du Mém. précédent], elle fubfifte en 

fbn entier; & quil eft impoflible de fuppofer-^^ fi- 

nlç à l'origine de la coiurbe fans tomber dans des^ con^ 
féquences choquantes. En effet , quand la courbe çSt 

continue, & que -^3^7- eft infira à lorigine des jr, ce qui 

peut arriver, -^^ n eft infini (article ai.) que dans le 

feul moment où t^=s^o , & devient nul dans les momens 
^vans î au lieu que quand la courbe n eft pas continue , 
mais quon la retourne fimplement en fens contraire^ 

la force -j^ n eft = o ni au moment ou r = o , ni dans 

les momens fuivans. On conçoit donc que dans le pre» 
mîer cas le point de f origine peut être cenfé refter en 
repos, puifquil neft frappé que dans im ieul inftant> 
(Voyez le Supplément iûivant ^ article 2 1 ) ; au lieu que 
dans le fécond cas il reçoit à chaque inftant de nouveaiuc 
coups ^ & par conféquent il doit naturellement fe mou^ 
SFoir ^ ou tendre à fe mouvoir*. 

^%. D'ailleurs dans les cas où -^— eft finie à Zoox 
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gîne^ fi on retourne cette courbe en fens contraire ^ 
comme lexîge la confiruôion de M. Euler ^ alors la for- 
ce accélératrice -j^ aura deux différentes valeurs au 

point quon prend pour l'origine ; favoir^deux valeurs 
égales de différent figne ; ce qui retombe dans le cas 
où la courbe changeroit brufquement de courbure en 
un de fes points ; cas auquel la folution eft illufoire y 
comme nous croyons lavoir prouvé* 

S 6. On poiurroit nous faire encore une objeâion fur 

les cordes vibrantes ^ dans lefquelles -^^ == 00 lorfque 
X =a O, quoique -J^ foît =50. On dira que la force îat 

fim«— j—-- étant décompofée fuîvantc(j/ fie fuivant d:(f 

peut produire dans le fens de dx une force finie ^ à la* 
quelle il faut avoir égard ; ôc qu'en ce cas le mouve- 
ment des points de la corde ne fe fàifant pas dans le 
iens de dy^ comme on le fuppofé dans la folution ^ 
cette foludon n eft plus applicable aux cordes» Je ré*, 
ponds y 1^. que cette objeâion n àuroit lieu tout au plus 

que pour les cas où la force -^^x-j^ fuivant ^^fe* 

ï^oit finie ou infinie ^ c'èft-à-dire , (en liippofant^ 8= jix^ 
à rprigine ) ohm — 2H-m— i=2:m — 3 feroit = o 
ou négatif; & par conféquent dans les feuls cas oùr 
iFi ieroits= ou <|^ en refbnt toupurs plus grand que 

ïxmké. 2^ Qu'en fuppofant même infinie la force -j^ )( 
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-4^ ^ agit dans le fens de dx y elle fera toujours nuUei 

par rapport à k force.--^^^^H|iiia£^tdanslerensde<(yj 

fjL qu'ainfî la direâlon du point mobile ièra tou)Oux$ à peu 
pr^ dan» le fens de l'ordonnée y , comme on là fup*. 
pofe dans la folution générale. Âinfi cette nouvelle ob« 
ijcâion n'empêche point la folution d'avoir lieu pour les 

cordes vibrantes oii -j^ eft « » à rorigine^ pourvu 
qu'en ce point -j^ (oit == o; 

37. Au refte dans le cas même ou les points extrê- 
mes feroient fuppofés mobiles ^ £c oii ^ pour fatisfaire ^ 

gëquationj.^.^^^-^^^-^"^'-^^ , on prendroit 

^(x + r) fie ^(x — f)toi^our8 de la mémeforme> CQ 
qui paroît indifpenfablement néceflaîre , il eft vifîbleque 
(i la courbe qui à pour équation y^^^^x ne s'étend pa» 
à finfinî, la folution ne fera poffible que jufquau mor 
ment auquel ç(«'4-^)ouf(Ar— r) deviendront ima^ 
gmaires. 

58. Ceft pourquoi fia eft la longueur enricic 4e. la 
corde, fie que ïjf =«-4-^ fi^ :çx=x.~^c donnent les points 
où^ ccffe d'être réelle, alors dès que t fe» >r ^ o« 
>fi,h valeur dey ofi fera plus qu'imaginaire. Ce n'efl: 
pas qu'alors le mouvementées points dont il s'agit , 4;efle 
d'être réelle, maïs ceft que l'analyfe fe refufe à ja. dé- 
termination de ce mouvement. 
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t^. Dans l'arade ja du lyfônoire précédent, èc. dans 
le ^, XXIV du premier Mémoire de mes Opufcules^ 
Tome premier, page 42 & fuivantes, fâi démontré, li 

fe ne me trompe, que Téquarion^^ «« fixu-^iL-+. C 

'H 

^^^ — ;, — &c. ne donnoît point en général !a figure ini- 
tiale de la coide finiore, Ôc q«c par conféqoent l'équa:- 
don générale de la corde vibrante ne pouvok êcte 

fuppofée j<«« fin. j:;^_OD£-ill.-+-Gfin..^^coC 
.^^"T"*-^ &^- comme ïe prétend M. Daniel .BemouUL 

Ce graod Géomètre objeae dans les Mémoires de f Aca- 
démie desSdencesde 1^62^ ^^^^^^y que dans le oà&dtL 
le nombre des corpu^coles eft fîm^ quelque grand qu'il 
foît, on peut rcgardcf Jeurs vibrations comme compo- 
ses de vibrations qiii^ chacune en pardculier^ peuvent 
être regardées comme iynchrones j pourquoi donc , con- 
tdut-û^^ l(n:£}tte kdîftance des GX)rpufcules efi nulle ^ ne 
peut-on pas regaïKfer les v&rations de ces points comme 
compoiëet de v&iatbns partielles fyn^om» & Tay« 
loriennes ^ èe qui donne nffceiTanremenc pour kfiguie 

initiale l'équation v = «i fin* -^^ -H G fin,^ ^^^ * 4« î 

&c. f Je léponds que c'efi ici ua de ces casoùiuie^iiiaa^ 
mé qui devient abfolument .nuUe ^ change abfoliuieBr 
ia nature duréfultar qu'on avoît eu dans un calcul oà 
icctce quanôcé ôactttinppo£$e ttis-petîtei xuMB^Awoaê 
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vu des exemples dans ce Supplément même où nous 

avons remarqué que la fonûion {x^tY ^{x — /)' 
qui eft égale à zéro lorfque t eft finie & fi petite qu on 
voudra, x étant fuppofée=a=o, ne left plus lorfque t 
eft aufli fuppofée = o. C eft par la même raifon que fi 
on diminue la hauteur a d'un quarré 12 ^ en la réduifant 
à /za, & qu'on augmente en même^emps la hauteur de 
ce reâangle en même raifon y en la fkifant la hauteur 

p= -~- , le produit a a reftera toujours le même > excepté 

dans le . cas de n^=^Oy ou le quarré fe réduira à un^ 
ligne droite infinie. -Cette métaphyfique y quoi qu en dift 
M.Bernoulli dans l'endroit cité , na rien de choquant, 
à moins qu'il ne prétende ( ce qui feroit bien plus cho< 
quant encore , £c contraire à toutes les notions ) (lùunt 
ligne droite infinie efi égale à une furface. 

40. M. Daniel Bernoulli dit encore que les êtres phyfî- 
ques ne pouvant être compofés de parties abfblu- 
ment nulles, on ne peut faire aucune objeâion vala- 
ble contre la conciufion qu il tire du cas ou le nombre 
d^ corpufcules feroit fini & quelconque, au cas où le 
nombre de ces corpufcules feroit infinL Je réponds que 
dans le cas où le nombre des corpufcules eft infini , 
ces corpufcules font regardés comme des atomes i/z/f- 
niment petits y mais non abfolument nuls, féparés par 
de petites lignes droites; & que dans le cas de la corde 
vibrante, les corpufcxdes font auffi des atomes infini- 
ffient petits , mais non abfolumçnt nuls , dont la dii^ 

tance 
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tance eft rigoureufement = o ^ & qu on ne les confi- 
dere pas comme des points mathématiques dont la dis- 
tance eft nulle ; fuppofîtion qui en effet feroît illufoîre ; 
ce ne feroit pourtant que dans ce dernier cas que Tob* 
jedion de M. BernouUi auroit quelque force. Âinfi cette 
objeâion tombe d elle-même. 

41. Il me femble qu'on peut conclure de-là^ pour le 
dire eh paflant, que toute analyfe du problême des cor- 
des vibrantes y dans laquelle on concluroit des loix du 
mouvement d'un nombre fini quelconque de corpus- 
cules y aux loix du mouvement d un nombre infini des 
mêmes çorpufcules^ pourroit^ avecaffez de droite être 
regardée comme fufpeûe. 

. 42. On peut encore remarquer que Téquation y = 
(Ç ( jcH- /) H- f (jr — /) qui convient à une corde fono- 
re y ne convient pas , de la même manière , à une corde 
chargée d un nombre fini de poids : en voici la preuve. 
Puifque la valeur de >^ , lorîque le nombre des poids 
eft fini, eft^=-^cof.M^-+-J?coC r /-+-<? cof. fty&cc. 
4^9^yf> ^^* étant des coëfiiciens conftans qui ne dépen- 
dent point de la pofition de chaque corpufcule y ÔCyiy B, 
C y des coëfficiens conftans qui dépendent de cette pofi- 
tion y il eft clair qu on peutfuppofer A=^K fin. ixAy B=s 
K fin. fffyC^K fin. f C &c. AyB'y Cy &c. dépendant 

'de la pofition de chaque corpufcule ; donc y « — [fin. 

|t(^H-/)-f'fui.M(-*/— /)-Hfin.»(F-i-/)-*-fîn.» 
(/r — /)-Hén,f(C'^/)-Hfin.r(r.— /)], &c. * 
Oj>ufc, Math, Jom, IF", Z 
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45«. Or il eft aifé de montrer que tes» quantité B^^ 
C y àic. ne feront pas les mêmes que la quantité A ;: 
car fi cela étoît^ on auroît ^ = à^ une fiûte de termer 
B fin. /( ^ •+•/). -t- 5 fin.. f{A — -r) , A étant une 
quantité uniquement dépendante de là pofidon de diaque 
corpufcule» Or cette fbrmuk fi flmple ne s'accordercit 
nullement avec celle que le célèbre M., de la Grange- 
a donnée ^ Tome premier des Mémoires de Turin ^ page^ 

44 r car diaque terme -^P'*'*" Gn^Zm^^-^mJr^^^ x: 



nk %m 



coù ( 2 tVû X fin. Cm— ni /de là fôrmuk de M^ 

de la Grange donnera P»»-» (fîn^( [ /» — /r] -^!^^ 

r^xtVe fin.. [/» — /rj— ^\-|- fin. ([/».— /ij-i!l^ — 

4^ <^' a /RI 

•— a /|/tf fîn.C/«— «3— ^ ) \î cequidonneP'"""«=fi ; 



yac=2Vefin.(7it'— ») }fic/^'«=(iir— il) 

donc -rf = "* n fuît clairement de 

4»» 

ces équations que la quantité B eft confhnte pour clia^ 
que corps comme elle le doit être ; que f eu au(fi conf- 
tant pour chaque corps comme elle le doit être ; mais^ 
que A^ qui doit dépendre de la place de chaque corps ^. 
& q^ii^ pour chaque corps en particulier , devroît être 
b même a chaque terme , ne Teft pas. Eh efict ^ il e£; 
aîfé de vcdr^en fiibfUtuant iîicccffivement i ^ a , 5> &&• 
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im— /îjufquàm— i^que— ^~^ — n eft pas 

(in. (.13» — »>-^ 

cnnftant ^ puîfque — ;- ne Tefl: pas i car 

4 m fin. (w— ^)— ^ 
^ 4111 

■ ■ neft pas = — ,ni ^ — rrî 

41» fin. ^^ 4i»fim— ^ 4mfin.-^ — 

^ Am ^4171 ^ 4jn 

^c. (f OÙ il s'enfuit que A' n eft pas proportionnel à f« 
comme il le devroit être pour repréfenter x. 

4.4. & k nombre des corps m eft infini y comme dans 
les cordes vibrantes ^ alors /u étant infini aufli ^ on ne 
fauroit regarder ji coiâme proportionnel à ;r ou à ju ^ 
à moins que m -~ ^ ne foit fini ; car les feuls arcs infi- 
niment petits font entr eux comme leurs ûnus ; d'où il fuie 
qu'on ne peut fiq)po&r la corde vibrante rejH'éientée par 
une équation de cette forme j^ se* a fin. ^x^Q fin* 
A -jr^r-Hôcc. Vérité que nous avons déjà prouvée de 
phifîeurs autres manières , tant dans le premier Mé- 
moire de^nos Opufcules ^ Tome I j que dans le préfent 
jSup|4émentt 
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SECOND SUPPLÉMENT 

. AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 

I • V o I c I de nouvelles réflexions & de nouveaux dou- 
tes fur la conftruâîon générale des courbes vibrantes 
propofée par M. fiulen 

2. Suppofons que dans Imftant où la corde fe met 
en mouvement^ fes deux extrémités deviennent tout* 
à-coup mobiles y de fixes qu elles étoient auparavant ; 

il eft certain j i^ queTéquation -j^z=- ^^{ ^ aura tou- 
jours lieu ; puifque cette équation n eu nullement fon« 
dée fur l'immobilité des deux extrémités de la corde ; 
comme il eft aifé de le voir en fe rappellant les raifon- 
nemens qui conduifent à cette équation. 2^. U n eft pas 

moms certam qu on aura y == -+- --^^ . 

par la condition 'que -^foit = dorique /=o, quelle 

que foit ^; & que la feule condition qu'il y ait à rem- 
plir^ ceft que^=o lorfque ji; & /= o ; ce qui a lien 
en effet dans Téquation qu'on vient de donner, puif- 
que ^==0 dorme (^x ou j/a=o, lorfque /=55 0. 3^ Si 
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dans cette équation >^ ==-1^ --h -> -i.^onfe 

permettoit de faire changer de forme aux fonfitions 
^{x^t) &(p(;r — /), le problême auroit une infini- 
té de folutions poffibles* Car en continuant la courbe 
initiale ( dont Téquation e&y=z^x) par-delà les deux 
points extrêmes y & lui donnant telle forme qu on vou- 
droit , fans s*aflujettir à Téquation jk = <P^ > on facis- 
feroît toujours à réquation^=(p(;v-+-/)-+-ç(;t — t)^ 
dans laquelle (p x changeroit de forme à volonté y au- 
delà des deux extrémités de la corde ; cependant il efl 
évident par la nature de la queftion que le problême ne 
peut avoir qu une folution y & que la pofitîon initiale 
de tous les points étant donnée, le mouvement de tous 
ces points eft déterminé & unique. Donc il ne fuf- 
fit pas que Téquation trouvée fatisfafle en apparence à 

la condition que -jji-= -j^, ainfi qu a celle de^nsr o 

lorfque ;rs=o & /c=3 0} il faut encore que (p(jvH-/) 
& (f{x — /) ne change point de forme , pour que le 
problême refte déterminé, & fufceptible d'une feule fo« 
lution comme il le doit être« 

5. On dira peut-être que dans c6 cas la valeur àty 
pourra-être très-grande lorfque t fera très-grand, & 

gu amn alors 1 équation y = — ^ -t- -2-i i^ 

ne pourroit avoir lieu, puifqu on fuppofe dans la folution 
générale quejKfoit toujours très-petit; je réponds, i^ quîl 
y a une infinité de cas oik cela n'arrivera pas; favoir[, tous 
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ceux oà l'équation^ = Ça: ne donneroit jamais^ infimej 
a**, qu'en faifanc abftraftion de toute idée de cordes vi- 

brances, on peut réduire l'équation -^|^=~j^f- , à 

irepréfenter le mouvement d'un Tyllême de points ifo- 
lés & infiniment proches , qui fe mouvroient conftara- 
ment le long des ordonnées j^ , avec des forces accé- 
lératrices proportionnelles à -J^* En ce cas l'équation 

y= 1 reprélenteroit ngoureu- 

fement le mouvement de ces points j foît que les deux 
points extrêmes reftaffent toujours fixes , foit qu'ils 
fuflent mobiles ; & la difficulté propofée fubfifteroit dans 
toute fa force. 

4. Cette dernière réponfe peut fervîr auffi contre ceiuc 
qui voudroient objeder que dès ^ju on ne fuppofe pas 
fcs extrémités de la corde fixes, il n'y a plus de tenfioa 

dans la corde , ni par conféquentde force -|^, en forte 

que l'^uadon -^ « -^ ne peut plus s'appliquer è 
ce cas-là. En efifet , pour n'avoir point à r^ondre à cette 
flibjeaion, il fufllit de confidérer, ce qui eft permis, les 
j)oints mus comme ifolés, & mus fuivantles ordonnées 

^ par des forces acc^ératrices proportionnelles à -M- ; 
Or cela pofé, l'objeffion fondée fur Tmconvénient de 
feire changer de forme à la fonôion (px , fubfifteia dam 
tppt» fe force. 
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f^Ce n'eft pas au refte que je convienne de la folî« 
êSxé de Tobjeâion par laqudle on prétend que la force 
et tenfion s'évanouit^ dès quon fuppofe la corde lâche 
par fes extrémités. En effet ^ qu'on prenne une corde 
âafiique avec les deux mains ^ qu'on la tende fortemênc 
en ligne droîœ par fes extrémités^ âc qu enfuite on l'abaiV' 
donne à elle-même^ dira-t-on que la force de tenfton 
s^évanouît tout-à-coup dès qu'on lâche la corde? Non 
aflurément : il me parok évident au contraire que oetœ 
corde fera des vibrations longitudinales à Tinâni^ en fe 
dilatant £c fe contiaâant alternativement y abfiraâion^ 
faite au moins des caufes phyfiques qui doivent faîre^ 
enfin cefTer ces vibrations. Or pourquoi une corde ten-* 
due fortement en ligne courbe^ & relâchée enfuite fu» 
bitement par fes extrémités y ne continueroit ^-elle pas^ 
par les mêmes raifons à éprouver L'effet de fa tenfîoa. 
primitive , & à fiure des vibrations f Toute la théorie- 
du mouvement des cotrdes vibrantes eA fondée fur ce 
que les arcs infiniment petits de la corde Çont tendus cha^- 
cun dans leur direâion^ par une forces» J"; or cette 
force ne vient pas des points fixes ^ elle vient de la pm^ 
&nce^ quelle quelle foit^ par laquelle on fuppofe la 
eorde tendue; cela efl fi vras^ i^. qu'on peut foppofcx 
dans la folution y comme pluiieurs Géomètres l'ont fait ^. 
que les points fixes font de\ix poidies infiniment petites^ 
iai lefqueltes la corde pafle^ étant d'ailleurs entiéremeiit 
libre y âc tendue par un poids donné attaché kits deux 
extrànitést 2^ Sans faire varier les points fixes j. ni la 
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longueur ni la grofleur de la corde, on peut fuppofei 
que fa force de tenfion eft plus ou moins grande, ce 
qui rendra les vibrations plus ou moins promptes , fie 
fuffit pour prouver que la tènfion n eft pas due aux feuls 
points fixes. La feule diflPérence que les points fixes doi- 
vent produire entre une corde tendue & une autre corde 
pareillement tendue qu on abandonne enfuite à elle* 
même en lâchant les points fixes , c eft que ces point? 
doivent toujours refter fixes dans la première , au lieu 
qu'ils font mobiles dans la féconde, comme on le trouve 

^ tact par 1 équation ^g=:i ^' . •+---!-^ ^ • 

6. Voilà où j'en étois de ces recherches fur les cor- 
des vibrantes, & de mes réflexions fur Fimpolfibilité 
de réfoudre généralement ce problême par îanalyfe, 
la figure initiale de la corde étant fuppofée quelcon-^ 
que , lorfque j*ai reçu ( en 17 (^ ) différentes lettres de 
M. de la Grange , par lefquelles ce grand Géomètre m'ap-- 
prend qu ayant examiné de nouveau cette matière , & 
traité le problême par une analyfe qui lui eft propre , 
{ fie qu il a depuis favamment expofée dans le Tome III 
des Mémoires de Turin ) il a enfin trouvé que la folu' 
tion neft pojflible que poiu: les cas où dans la courbe 

génératrice il ne fe trouve point de -J^l-, V/^ , -7^; 

&c. finies} ce qui exclut évidemment, ajoute M, de 

l^ Grange, les cas qù -|^^— , c eft-à-dire, la cpuf bwe ^^ 

la 
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la courbe fait des fauts^ & où -—^ neft pas nulle aux 

extrémités. Il eft aifé de conclure de ce nouveau théorê* 
me de M. de la Grange^ (& ceft aufli la conclufioa 
que ce grand Géomètre en tire) qu'aucune courbe ^ ex« 
primée par une équation ^ ne peut être foumife à la folu« 
tion générale ^ à moins que fes branches alternatives 
à Tinfini ne foient afTujetties à la loi de continuité ; c eft- 
à-dire, à moins que la valeiu: de^ en ;tf ne foit telle 
qu en faifant x infiniment petite , >' ne foit exprimé par 
des puifTances de x impaires. En effet, j'ai démontré, 
page 25 & 27 du Tome premier de mes Opujcules y (\}xç^ 
fi y =/? (iT ;c — XX ) , p étant fort petite ou telle qu on 

voudra, réquation-^-=-^f-ne fauroit avoir lieu 
lorfque ^tbssq; ce quil eft aifé d'ailleurs de voir en 
remarquant, !*• que -j^ =5 — 2/ lorfque ;if=o; 
a^. que fi cette courbe eft retournée en fens contraire, 
alorsréqtiationiCTajK=/^(— tf^"f'^^);& ^dxx—d lT 
esr-j!^. ta-r 2/ ; c*eft-à-dire , égale & de figne contraire 

à jiJ^ «s — 2/? ; ainfi quand ;c= o > ^/^' auroitdans 
cette courbe deux valeurs finies égales , & de figne 
contraire ; par conféquent lé - g^f feroit un faut; d'où 
il s'enfuit , comme nous l'avons démontré , que l'équa* 

non -7^ «=^ 4^ ^'^ P^ ^^^ î ^^ ^^ ^^^^ ^ folution 
OpuJc^Maih.Tom.IF. Aa 
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du problème. Or U dt aifé de voir par la même raîfbii 
que fi on exprime jk par une fèrîe formée de ;ir, lorf- 
que 3t eH iafkâmeat peâtt, 9c (fne éaxa cetee taie» de 
j") 'ûf^tïin terme de cette {ùttatjÇ^/^x, on aunr 

Htt ÙLùt dans le -^^lorfque «=o; enfijrteqae-^ 

oe fera pas =»-4^ ^ ^ point, comxtw la ibluôm Uf 
demande. 

7. Soit maintenant .j^a=s-|^j donc-^J- ^^ «^ 

• , y . Faisons —?•-'—— s«: :r « on aura -. ' ^ ^ cor 

r ^^, ; or je dis que cette équation ne pooira avoir lien 

fi dans la iralcttr àay ea x loriqoe tt «ft infiaxncat 
petite ^ il & rencontre ttti terme de cette ibnne ±px*i 
a étant un nombre entier pair ; car alors on aiuoit 
dans la valeur de ;^ un terme de cette forme ±jix*9 

d'où il s'enfiiit qu'on n'auroit pas ■ . f g» . ,^ ; par 

conféquent on n'auroit pas réellement -^^s=-i^^ 

puifque la première de ceç équationsdérive de lâféconde, 

8. Cefi ce qu'on peut encoire prouver en ccmfidéram: 
que fl dans la courbe propofée il y; a Un teiEme±/«"^ 
n étant un nombre pair , ce terme dans la courbe re- 
tournée en lèns contraire deviendra Ti»**, en Ibrte 

^"®"rf2"*'^'^^"®*=®* fera«« k («*/»— !•»...> 
K±.Pi àoi U covàc j>toj>ûfie; & dans b courbe rtr 
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. p. Cet inconvénient napas lieu ppw les termes .oà 
n eft impair; car Aois ^ ^^r^ p ^ èàïi& Iz courbe re- 

»=* —y^^-^ôimme ims la ecMufbe profwifl^e. Awifi v^^j^ r 

fie fiât f otnt de 6iitB^(Haaâ « t&vsaçtk.^ mm iCc^lemeor 
(Quand t» eft pair. 

10. Donc fi dans la valoiv de jk l0r£|Be ,^ .e$ infîr 
nîment petite ^ il y a un term^e de cette forme +• ^ x^y n 

^fiitt pair & pofitijf^ on naura point ^J^ g=— ^JL j 

flbnc la vsdeur de ^ en ir ^ loriqup x dl très-petMC^ 
ne.jdoit contenir .que dés piûilances impaires de x. . 

11. Suppofons d'abord que x^es fniiààiices impaîjKt 
/pieiK .dffl Jiofflbres entiers poûtif5.J).Qac A Foraine des 
x Téquadon de la courbe itxzy^Ax-^-Bx'^^Cx^ -+• 
&<:. Or imaginons qû*i lautre extrémité , qu'on -peut 
auffi prendre pourtorigine^ îéquation foît de même y^ 
jfx^ Sfx^ -H C ;rî , '&c. Il eft âifé de voir ique la cour- 
be ^ura «rois branches alternatives fembkâbles *& con- 
iHcucives^ .c«U£ du/mtlieu en-deflius de J!aiie^ -ftc ies deux 
aittres en-deflbus. Donc (page 30^ Tome premier de nos 
Ofofoules) ^lles ont des branches :flltemâcii^s ài'infim, 

12. Jl eft clair qu$ parmi lies puiflances impaires ;v"^ 

touœs «celles où n feroit un nombre, entier pégatif ^ font 

«xcUiiss7|)uifque^fer($it 8=soo lojfque k^==^Q, aulibu 

Âa ij 
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qat y doit être =o lorfque xsszq. Mais doit-on ex*, 
dure de même toutes les puifTances fraûiomiaires îm^ 

paires? Si —: — ^^r ^^^^ nêtre^/^> comme on le 
prétend.^ en aucun point de la courbe, ^-^j^ne doit y 

être nulle part infini ; oi Cm ëtoit fraâionnaice > j[, ■ 

feroit toujours infini dès que le nombre entier n^ feroît 
devenu > n. Donc alors la folution & la coriAruâion 
générale n auroient pas lieu. 

13. Je remarque d abord que (ï « = — , ^ expri- 
mant un nombre pair, &cp un impair, alors x négative 
rend y imaginaire , & qu ainfi^^ la courbe n a point de 
branches alternatives f d'où il s enfuit que la folucioa 
ne doit point avoir lieu» 

14. Je remarque de plus que fî /ï = -^, p exprîmanr 

un nombre p^ , & ^ un nombre impair , ôc qu oaak 
un terme = A^ dans k courbe propofée , on aura ce 
même terme = — Aof^ dans la courbe retournée ; d*où 
il senfuit quen prenant tî pair 6c pofitif „ on aura 

-j~-= ^* « . « — !.♦... ^""'"' dans la courbe propo^ 

fée, n—'a' ét!xo.t égak à -^ ^j c'eft-à-dlre^àuntt 

fraâion dont le numératenr dà pair ^ de le dénomi* 
Dateur impaîi; 6c dans la courbe retournée /y 
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éitant égale à une fraâioa dont te numérateur eft pair; 
êcle dénominateur impair, x^'^^ a ta même valeur > :^ 

étant pofitif ou négatif* Ainfi -j-i- auroît deux va- 
leurs différentes quand ;r=:o, & par conféquent^com--, 
me on ta vu cî-defTus, ta fotution ne pourroit avoir. 
Ikvu 

xy. Maïs (ï /ïc=-^, P ^Ç étant tous deux impairs^ 

alors on auroit -^jix^ dans ta cpurSe retournée, ou 
plutôt en ce cas fîmpïement continuée ; âc eit fuppofant 

»' impair, on auroit ' i J^ ■ ^=A.n^n-^t ^...x^"^ ^ 
n — tJ^ tx\x — — étant une fiaâîon dont le numéni- 

An . /2 — ï . • . r . ^'^""'; car n — d étant égale \ une 
fraâion dont te numérateur efl pair & te dénominateur 
impair, x^^^ ne change point de valeur, foit quon faffe 
X pofitif ou négatif. De même faîfant ri pair dans ce 

jnême cas, on zxaz,'-j^:=s^An^n—'i...x^^^yn-^i/ 

étant égal à une £raâîon dont le numérateur eft impair 

ainfi que te dénominateur; fie dsms k courbe retournée^ 
d^y d^y . 
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be donnée^ parce que n — n' étant égale à une frac-^ 
r.on dont le numéiateur &: le dénominateur font im« 
pairs, x^"^ 6i — jr""''font de figne différent. 

1 6. Ainfi lorfque n «= ^^ p & ç étant des nombres 

impairs tous deux poïitiFs ( car le cas de n négatif elî 
exclu par laràcle 12) , U eft évident que la confiruc- 
don & folution générale peut avoir lieu^ puiTqu alors 

' ,J^ ne fait de faut nulle part. Ccft aufli ce qui réfulte 

de notre folution générale^ comme on l'a vu plus haut 
( arCi 2p & 50 y premier Supplémeat ). Il n en faut excepter 

que le cas oh-r^ eft infini lorfque x=^o ^ ou dans 

quélqu autre point de la courbe. Encore (ï dans ce cas* 
k foludon XLZ pas lieu^ c'^,(art:icle z6^ ibid. )f arce^ 

qu^ l'équation -j^nas-^îf. ne repréfente pas ^rs le 

mouvement des points de la corde; mais cette foludon 
(article 27. ) repréfenteroit très-bien dans ce même cas* 
le mouyemyent d une fuite de points ifolé$ ^ 6c infini* 
ment ^proches^. qui ièroienc fuppofés fe mouvoir dans 
|a direa^on à^y jiveç de? forçop.açcélérîitrîçes propor- 

îîonnelies à-Jj*-^ 

17. 11 me £eai>]ç denc ^ue Je Sentant Analifie» qui 
idabord avoit étendu la foUnion de ce problème à 
^U(eè ^è$ courbé^' imtiafes poffibles/'k-irdifeinc trop 
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tufourd'hui en la bornant aux ièules covxbes inidalai 
dans kfqueUes j/s^ ;«-+>£ jt'-HCx^, ^c, loiiquf;» e^ 
mfxnîment petite. Je penfe au coatsaîie > 6c j^ ciols avok 
prouvé par ce qui précède , que la folutîon fera pofiT- 
Me-^ toutes les Caa que dans la valeur inidale de ^^ 

Eny aura que des termes de cette forme Ax ' > /r 4c f 
^ant lun fie Tautte de& nombres impain , pourvu <s^ 
jf iûit > f . 

1 8. Alnîi^ par exemple , je penfe quuoe coprbe vibrai^ 

re qui auroit pour équatton primitive y»»a(6n,xyf 
ièroit fufcepttble de la folution générale, d'où M. (ht 
la Grange paroîtrexckire. On peut voir fur ce Aqiet les 
MétHr de la Soc^Roy^ des Sdences de Turtn^Tom.!!!, 
fiages aat , 222, 2^^,260,26*, 262, & 389, jpo, 
5pi. L'analyfe apportée par AL de la Grange en preuve 
^e fon fentunent, eft fi>ndée fur ce que 9 {t±.a) peut 

toujours être fuppof& «=♦/+; tf</f/-f- -î! — ^^'^ 

^ ' rnudsfe ne «arois pas cette fiq^pofidoacx%âe( 

car foît , par exemple , ^ ( / 4- « )= [ fin. (f-h a )y j 
£1 eft vifîble que cette quantité eft toujours finie ; os 

iiottfiippolbit[gn.(/-»h<)f aaifin.#^»»^ **■ ^ < * *»> 

tce, cette quantité fèrott infinie dès le fécond terme 
lorfque i ferok = ; ce qui ne fituroit être. Donc Fez« 

jr 

(xelfioii de £fin. (t-t'ayV réduite en ferle eft £iutive 
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Donc avant que de connokre la valeur de (p (/-4-tf) 
on ne fauroit fuppofer que fa valeur foit en général 

(p/H -j- — H Y\ — > ^^* J^ ^^^^^ pouvoir con- 
clure de-là que l'équation des courbes vibrantes eft ren-- 
fermée dans une formule beaucoup plus générale que 
réquadon y=^A fin. ncx^B fin. 7,^x-^ &c. donnée 
par M. de la Grange dans le troifiéme volume des Mé- 
moires de Turin, laquelle équation devient ^= et 4f4r 
C^3H- 6cc. lorftjue x eft infiniment petite. 

ij^. La conclufion que nous avons tirée ( article 7,») 

<le féquation , \ çï=-j^, à f équation --^^^^ «= 

■ j 1 ^^:^^ y Êdt voir que la féconde de ces équations 

doit s obferver auffi nécefiairement que la première dans 
Je mouvement de la corde, fi on veut que ce mouve- 
ment foit foumis à des loix déterminables par le cal<- 
çul analytique. C eft aufli par la néceflité de cette fc- 
conde équation dans le mouvement de la corde , & 
en général dans le mouvemeni: dune fiiite de points 

quelconques aflujettis à Féquation ^77^ = -jj^ , qu on 

^eut expliquer pourquoi dans ie cas de lamcle 2 ^ 
où les points extrêmes ne font pas fuppofés jfixes , on 
•ae fauroii: arriver à la vraie folution fans fuppofer que 
^.(^) ne change jamais de forme, & appjutient à une 
courbe continue. Car fi on faifoit changer dç fonne à 

la fonflipn * (.*), ^^^^WOn^^ ^^ nViu- 

roit 
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toit pas Keu ^ par k raifon que - ,J, - ferok un faut 

au point ouç(;c) feroît fuppofée changer* ceft par la 
néceffité de ne point s'écarter de cette équation^ quon 
ne fçauroit donner au problème dont il s agit une folu- 
don qui paroitroit le rendre indéterminé ^ quoiqu'il foit 
évidemment déterminé. 

ao. On concevra aifément comment Téquation —j^^i 

j= s ^ j\ cft néceflaire pour aflurer la vérité de 

Téquation -^--^=-— ^, fi fon fait la réflexion fui- 
Tante. L'équation --^^ ssr-j-^ ne peut avoir rigoureu^ 

ftment lieu , fi Téquation ~^= do7xn^^ "^^^ 
pas aulfi rigoureufimeni vraie ; ou ^ ce qui revient au 
même , fi cette dernière équation n a point lieu y quel- 
que foit le nombre /z^ la courbure de la courbe initiale 
ne fera pas aflujettîe à une loi continue^ mais il y aura 
au moins un point où cette loi changera. Or je dis que 
ce changement^ quelque petit quil foit^ doit influer 
d'une manière très-fenfible fur le mouvement au bout 
<l'un temps fini. Pour le faire fentir par un exemple très- 
Ample^ repréfentons * nous un corpufcule pouflé vers 
un point donné avec une force proportionnelle à JT-h 
(tf — Jt)*, X étant une fonûion quelconque de la diA 
tance x de ce corpufcule au point donné ^ ôc a la diA 
tance initiale ; il eft certain que le quarré de la vîteffe 
Opufc. Math. Tom. IF^. B b . 
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pofée la valeur à^/Xdx torique x^=^a U efl; certaios 
de plus que fr on ri^)pofe un autre corpufeule partant: 
<te la xDiême difiance a ^ fie pouffé par une force sszX'+' 
(a -— ;r )"' 5 les fi>xGes accélératrices initiales de ces deuy 
corpufcides feront les mêmes quand ^---jr sx=u> ^ fie ne dif«- 
féreront ^ quand a — x fera infiniment petke ^ que d'une 
différentielle d'un ordre très-élevé ^ fî m fie /t font fupr 
poféesfoit grandes.. Awft au commencement du mou* 
vement^ fie même pendant un temps infiniment pedt^ 
les mouvemens de ces deux corps pourront être regar- 
dés comme les mêmes^ Cependant il n'en fera pas ain£È 
au bout d'un temps fini ^ car alors les vîtefies leront. 
fenfiblement différentes. On voit donc comment une 
différence infiniment petite (même d'un ordre triâs-élevé)^ 
dans la loi de la force accélératrfce au premier infiant ^ 
peut influer très-fenfibkmentfur le mouvement du coipSj. 
fie par conféquent comment une tariation infiniment 
pedœ ( même d'un ordre trës-élevé) dans la courbure 
uiidale^ P^ut> au bout d'un temps fini^ produite une 
difiërence très-fenfible dans le mouvement du corps»- 
Donc l'on eft ea droit de conclure^ ce me femble^ que la^ 

conftruûion donnée par M..Eider de l'équation -j}? ^ 
-j-j-y n'eft à l'abn de toute atteinte ^ que quand cette 

^ y d'^9 

«onflruûion fadsfait auflfi à féquation -j^ gg ^.^^J ; 
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^c^éft-a-dire qpuand , f cft aflujetd à une loi uniforme 

^atts la courbe initiale j 8c lorfque de plus la même lo! 
i'obfervera dans les bcancbes alternadves de cette cour- 
be OHidnuée à l'infini ; c eû-à-dire y quand toutses ces 
branches font liées par la loi de condnuité. 

a i« Il eft à remarquer que quand même ^^ devîen- 
droic infini ^ la loi de la courbure ne changera pas pour 
c^^ pottrfà que -j^ n'ait pas deux dOiâî^rentes valeur 

infinies aii même point; en général pour que -j^ ne 

&flc pomt de faut^ il neft pas nécdTâire qull foit tou- 
jours fiai au 2ero , il fuflBt qu il n ait pas deux valeurs 
différentes à un même point de la courbe ; & ces deux 
valeurs diffiérentes n auront lieu > |^ que quand la courbe 
iniuale ne fera pas afTujettie à une équation continue ^ 
& fera compoféede courbes diflSérentes, ^\ Quand les 
branches alrârnatpvts ne foonc cas afli^feities à la loi 
de continmcé. 

^a« Nous devons aJMRer, pour l'^éclairciff^iieiic & la 
confirmation de ce que nous venons de dise ^ que la 
démonâxation donnée , tome premier de nos Opufcuks^ 
pages 17 8c fnivaaveœ ^ de rimpolfifattké de l'i^q^uadon 

-2-^=~r lorfque-. -^ fait un faut en quelque 

points na pas lieu quand -j-^ eft infini en quelque 

point ^ potmrà qp'en-dcçà '& au-delà de ce poînt , 3 

Bbij 
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foit aflujetri à une même loi uniforme 6c contîimeï^ 

23. Il eft à remarquer encore que quand même j^^ ' 

feroit infini en quelque point ,^ n'en ferbit pas raroins fini^ 
ou même = o en ce point , ce qui eft évident y que par conr 

féquent une force \\ qui feroit infinie pendant quel- 
ques inftans^, ne feroit pas pour cela parcourir aux élé- 
mens de la courbe un efoace infini. Pour le faire fen- 
tir, fuppofons.un corpufculê animé par ime force ac^ 

célératrîce ,' , • x étant la diftance du corps au point 
d*où il eft fuppofé partir j on aiura , en nonunant u la^ 
vîtefle^ «<;«^-^^^ , dont Kntégrale compfette(ea 

fiippofant a^= lorsque jr = o) eu J^= nV x\ ^ 

, t ^=:f~- s= 1^ ;r4 î ainfi on voit par cet exemple ^com- 
ment une force accélératrice 5 qui eft d abord infinie];, 
peut ne produire qu une vxtefTe finie ^ & ne faire parcou- 
rir qu un efpace très-petit dans un temps fini très-pedt. 
En général fi la force eft x—^ y nt étant un nombre* 
plus petit que Tumté^ la vîtefle fera nulle quand x^sssoy 
c*eft-à-dixe y au premier infiant , quoique la force (bit: 
infinie^ Or c'eft précifémenc ce qui arrive dans le cas 

des cordes vibrantes lorfque -j^ eft infini à lorigine ;; 
car nous avons prouvé qu!à' cette origine -^J- ne doic 
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pmzls être ==00;' d'où il s enfuît que -^--^ étant iup- 

pofé inâni lorfque x^^o^ peut être repréfenté par une 
quantité ^;r—'«^ telle que m«ibit plus petit que Tunité. 
Voyez ci-deffus le premier Supplément^ art^^^ofic ^6. 
24.., Nous venons de voir quon refbeindroit fans né- 
€tff\té la poflibilité de la folution aux cas où Téqua^ 
tion de la courbe initiale peut être fuppofée^=s/f ;r-f« 
Sx^'+- Cx^ ^ &c. lorfque x eft infiniment petite; mai* 
on grand Géomètre' femble croire outré cela que cett& 
folution peut avoir lieu quand la courbe initiale aed 
àBfôlument aiTujettie à aucime équation^ pourvu que 

^•^ n y foit infini nulle part. Sur cet article je ne puis en- 
core être de l'opinion de ce favant Mathématicien ; pour 
en faire fentir ks raifons ^ je fuppoferai d'abord avec luî: 

le principe dont nous convenons tous deux ^ que -3^^ y 

-^l^^y &c. & en général -^^ne doivent nulle part faire 

de faut ; d'où il efl: clair qu'en faifànt commencer à 
feî point de l'axe qu'on voudra f origine des>^ & de» 
AT , on doit avoir y = A^ ax^^+^Q ^«^-4- cxf -^r^^ y 
£cc. y au moins dans une partie infiniment petite; & que 
fi l'origine dbs x efl prife à Tyn dès deux points fixes^ 

en aura m^ iiy r^ 6cc. égaux à des fîaâions-|^^ dont 

le numérateur 6c le dénominatieur feront impairs. 

a^. Donc la courbe ou corde vibrante pourra être re- 
gudée comme aflujettie à une équation continue^ au^ 
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moins dans chaque partie iafinimetit petite de Ton COUrsS 
^5. Donc deux parties voifines infiniment petites pour- 
ront être j^egardées comme aflujetties à la même équation 
continue î car fi elles^ i!ie*rétoicttt pas^ fiippofons que 
lorigîne des x réponde au point par lequel ces deux 
parties inlîhinient proches font contîgues ; alors Téqua- 
tioft y^M^^A^axi^-^hxl^ytfic. qui appartient à TUne 
de ces petites portions de courbe , en faifant x pofîti- 
ve 5 nappartiendiroit pas à Tautre en failànt x négative, 
puifque ( hyp. ) ces deux portions ne font pas affi jerties 
à une ftiême équation continue ; donc alors il y auroit 

quelque ^'^ ■ qui feroît un faut ; & par conféquent la 

foludon générale ne pourroit avoir lieu. 

27, Donc pour que -jj^ ne faffe point de faut y U 

faut q>ie deux parties quelconques de la courbe , infi- 
niment petites & contigues, foient affiijetties rigoureu- 
fement à la même écpiation. 

28. Donc toutes les parties infiniment petites de la 
courbe, ceft à-dire, tous les points de la courbe, doi- 
vent néceffairement être afTujetties à une même équa- 
tioft continue. 

ap^ Donc (î la courbe initiale eft tracée au hafard, 
iBc n'a point d'équation, U y aura néceflairement quel- 
que poil» ou quelque -j^ fera un fiîut ; & par confé- 

i^uent la folution ne pourra avoir Jlieu* 

3P« On peut ajouter que fi la couflbc ft'^â afinjettie 
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à aucune équation , il eft néceflaire de la regarder alors 
comme un compofié d'arcs de cercle infiniment petits 
içui ne font liés entr'eux en aucun point de la courbe 
pas la loi de continuité ; je dis en aucun point de la 
courbe ; car il quelque partie de la courbe étok affu-- 
jettie à une équation^ & que le refte ne le fôt pas ^ ou 
ne le fîit pas à' la même équation^ on a vu que dès- 
lors le problême ne pourroit fe réfoudre^ Or fi le pro- 
blème eft impoffible quand la courbe eft compofée de 
portions finies qui ne iont pas liées pat une équation ^ à 
plus ÎQTtt laifon le fera-t-îl quand elle eft compofëe de 
parties infiniment petites qui ne font pas liées^ entr elles 

par une équation commune j en- efet-j^ , qui dai» 

le premier cas y ne fiûfoit de faut qu en quelques points d&^ 
Ik courbe ^ en>&ia ici^ pour ainfi dire ^ à tous les pokMsS: 
fie par cônfHqnent la courbe dans tous k» points fit 
x^fiiiera à U foluëon* 

^u D'ailleurs quasad la combe ne &ra af!u)éttie à 
aucune équation 5 in qu elle fera fuppofée tracée à la 
inain fie au ha£crd> comoiem; pourra^-tron s^aflurer qu» 

-fe-ny fafTe pas de faut en quelqu'endroit? La folution 

jferoitdonc alors illufoirêt-Voyezles Mémoû:es.d&Tiurifi|[, 
Tome m > page 3^9«* 
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AU MÉMOIRE PRÉCÈDENT. 

!.. L*ExP éRiENCE , dît-on , fiiit connoîcre qu'une coN 
de tendue , quelque figure initiale quQn lui donne,' 
achevé toujours fes vibrations dans le même temps, 
& rend toujours le même fon; or comment peut-oa 
expliquer ce fait , fi on ne convient que la folution de M. 
Euler peut s'appliquer à une figure initiale quelconque ? 
a. Je réponds, i®. que de laveu des Adverfaires de 
notre opinion , il y a une infinité de figures initiales , mô- 
me ayant une équation , auxquelles la folution ne fauroit 
s'appliquer ; & qu ainfi Tobjeaion toumeroit contr'eux 
dans I4SS cas où la corde vibrante auroit une de ces 
figures initiales , quîl eft évident quelle peut avoir. 
A^ Que la figure initiale la plus ordinaire, & peut* 
être la feule qui ait jamais çxifté pour les cordes 
vibrantes , eft celle d un triangle , ou tout au plus d'un 
polygone. Or on a vu ( page 144., art. 22 ) que dans ce 
cas-là on ne peut appliquer la folution ; ainfi lobjeâion 
qu'on fait , nous eft encore commune. 
3®. Que fi la Gonftruflîon paroît donner des réfultats 
conforniep à Ji expérience fur le fon que rend une corde 

(endue^ 
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tendue, elle s'écarte de Texpérience fur d autres points ^ 
par exemple en ce qu elle donne à la corde un mou- 
vement qui ne doit jamais finir , ce qui eft contre lex- 
périence. Or quel argument folide peut -on tirer d'un 
accord avec l'expérience qui n eft pas univerfel for tous 
les points? 

4.^. Quant à l'accord de la théorie avec l'expérience par 
rapport au Ton que donne une corde tendue, on peut voir 
les conjeâures que nous avons hafardées fur ce fujetdans 
l'art. 27 duMém. précéda p. 149 ^conjeôures que nous 
ne donnons que pour ce qu'elles font, c'eft-à-dire, poiu: 
de légères probabilités. 

3. Voyons maintenant fi l'on peut faire des hypothè- 
les de réfiftance , telles que le mouvement de la corde 
fe réduife enfin à zéro. Imaginons d'abord que la réfif- 
tktict eft proportionnelle à la fimple vîteffe ; hypothéfe 
afifez naturelle dans les petits mouvemens, & com- 
mode d'ailleurs poiir le calcul. Suppofons de plus que la 

courbe ait une figure initiale telle que >^ = et fin* ~~^ 

^ZCïtU" +yûn. , &c. m, /i, r, £cc. mar« 

quant des nombres quelconques ; on aura dans ce cas 
^^c^TCm. -^^=^ 4- C r fin. "'* H-yT" fin.-î^^ 



écc. les fonÊtions T, V , T'' , &c. étant telles qu'on ait 
(en nommant R l'intenfité de la réfiftance) -t-4-î— 
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Tm*9* RdT idT 



dt dt* ' 

Tn*'>r* . Rdr ddT 
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A» ^ dt . . ^^» 

équations qu il eft aifé d'intégrer , & dont la première 
donnera T^ Ac^'-^-Bc^^, A 6l B étant des conftan* 

tes , ai fyj^ les deux raciaes de l'équation — , — sf* 



Rf^ff^oi d'où Ion tire /=::!? -h V (^ ^ 



_ J? m. or 

regardant iî comme très-petite , /«= —H — v^— i 

^ /'= ~™-^^^— ï î de plus, fuppofant Tassi: 

lorfque /^o, &-^i=cfc'^ on aura -^4-^=ai, &«'=:? 

— ~ h — - ~ îdonca'sc 

% a % a 

' — • — î & par coniequent 

j* JDonc r= c * X co£ • •+■-*— ^ X ^ * 

X fin* . On trouvera de même les valeurs de ï^ J 

7", ôcci en mettant dans lexpieflion précédents a"i 
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k''% &C. pour •':^ & //, A, &c. pour /;?, 

4* Cela pofé , en demande s'il ne ferôit pas pofïiblc 
Ide rendre les cocfficiens m , /i , r , &c. a ^ a , ot/^ ^ &c* 
tcls> qu'au bout dun certain temps ^, on eût à-la-foiç 

j/ = o & -/^=^ o ; auquel cas là cotirbe ceffeiroit -fes 
vit latîons, • • ' '' ' . i 

$4 Pour réfoudrc cette queftion en général y mettons 
d abord la quantité 7 fous cette forme , / c ' (fin, // -f- 
B coCft) , ^'^ C, f ^ B étant des conftaqfes } & fijp- 
pofons que Féquation de la courbe . foit' fimplem'ent 

^ = a7fin. -^IfL ; on demande quelle valeur doit 

avoir,/ pour que la quantité T ou c '(fin. ftr¥*B cot. ftx 
& fa différentielle foient égales à zéro. II faut, i*. que 

-^^~-±^ — B. a^ Que G(.fm.>/-+--5 cof. //)-!-/ 
cof! fir^Bf fin. /r=o; doù Ton are — -r^=— 

^tZTb^ ^^ ^^^^ équâtîcytf îl fuk que — B^-^ f doit 

être égal à — BQ^BB f ; ou ce qui eft la nrênre chofe; 
que b doîc être imaglinake ou f T=r o ; deux fuppofitions 
dont ni lune ni Tautre ne peuvent avoir lieu ici ; car 
B eft réelle^ & /» neft poitic s=so. , 

6^ Donc fi la: courbe iniciafe écoit.une fîmplc tro- 
choïde alongée, fe& points ne pourroientparvenîr à-la-fols 
à la fituation reâiligne & à l'état de repos y dams Thypo^ 
ûihfe d une réfiftance pfoportionfteUe à la vit^efie.^ 

Ce ij 
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7, Voyons préfentement fi la chofe feroît pûlfible > en 
fuppofant que la courbe initiale fût compofée de deux 
trochoïdes alongées^ c*eft-à-dire, que roneûtj/=ot fin; 

h G fin. . En ce cas on aura au bout du temps 

i.ysszc* xtafin. x[coi. -H-' 

fin.-j-J-^Cfin..-^_xCcof.-^+— ^^ 

fijnt^ ^^f ]\ Or comme ^ eft indéterminée dans cette 

équation y il eft vifible qu on ne peut avoir à-la-fois , pouj 

quelque valeur de x que ce foit , ^ = o &-2[y-=o; 

à moins d'avoir à-la^fois deux équations en t pour chacun 
des deux termes féparément ; ce qui donneroit un ré- 
fultat analogue à celui du cas précédent ; donc une 
courbe qui feroit compofée de trochoïdes alongées en 
tel nombre qu'on voudroit^ ne pourroit pas nQnplus 
fatisfaire à la queftion proposée. 

7. Cependant il ne faut pas conclxure de-là qu on 
ne puifle fuppofer à la courbe initiale une telle for- 
me^ 6c à fes points une telle vîtefle, quils arrivent 
tous à - la - fois à Taxe & au repos j car outre que la 
figure initiale de la corde peut être difiérente d un 
àflemblage de trochoïdes ^ on peut luppofer une ré* 
fiftance différente de celle qui feroit proportionnelle 
à la fimple vîteffî , par exemple , une réfiftance propor- 
âonnelle à la roideur de la corde ^ 6c dans laquelle la 
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Vîteffe nWeroit pas- Dans ce cas, je vais faire voir 
que les points qui cûmporent la corde, pourront arriver 
tous à-la-fois à Taxe 6c au repos* 

8k Pour le faire fentir d abord par un exemple très* 
fimple, fuppofons la corde chargée feulement de deux 
corps y dont le mouvement foit altéré par une force 
retardatrice confiante pour chacun, & différente, fi Ion 
veut, pour les deux ; fuppofons de plus que -^repréfente 
la maffe de chacun des poids, & que jyy^ foient leurs 
diftances variables à la ligne fixe qui joint les extrémi* 
tés de la corde , r leur diftance confiante entr'eux àc 
aux extrémités de la corde ( difiance que je iuppofe la 
même pour plus de fimpUcité ) JP la tenfion exprimée 
par un poids connu, A la hauteur dont un corps pefant 
tomberoit dans le temps T; foit enHn mP la force de 
la réfifiance pour un des deux corps , 6c m'P pour lautre, 

on aura -^ ^^_ (.-Z_Z. -.;„)} -.^ 

^-^^Ç=i±^ — «'). Donc dans lliypothèfe la 
plus fimple, on aura ^«s ^r cof« -4r -^Hr^^A't 
cof.-— -H-Jîr; & en faifant pour abréger -^=^asai 

-, on aura — •f-''^ î > ^ — y^ — =" 
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OU Ion tire S^- — i oc A = — 7—^. 
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8. Or ÇiJtL^iio^, onaujra(<>^=o^ûy=oi & 

fi en même-temps y=^o ,y=Oy on aura ( en faifànt 
A^^hA) — -irf-t-if«=o', — x«/^-f-iJ = o. On a de 
plus y en nommant rJ*, ri'' les diftances initiales, -^-H 
iwx:5=/5 A-yi + m'ascJ^'} donc H^m=^i\ R^m^zsat 
*\; donc sm'^m'= 3^; & ym'-+-w=34k^ 
^. De plus, à caufe de j4—Hy & de ^' ou Xjé= Ri 

on aura — ^^ ' ■ agg^/c— ** A=gm> .» ^^ ■■* ««a a 

b— Hss^m^i d'où Ton tire ^ = ^;&parcon^ 

féquent R^=''±,Hi donc on aura H^=^m 6c H^=^tn\ 
ou ^11=^ m y — ^H^=m'\ donc tri ^^s^^mé 

10. De ces deux fuppofitions renfermées dans Féqua- 
tîon m'^=ztm y prenons la feule qui^ convienne au casf 
préfent , celle de m' = H- m , puifque la fuppofitîon de 
m'= — m y donneroit une force accélératrice réelle au 
lieu d une réfiftance ; on aura II=^R=:m; J^= 2m==i 

^ 1^ TF^ Mr '^ T — T^^V Mr r 

W. On voit donc comment & par quelfe hypothèfe 
on péiM faire enforte que deux corpufcuks attachés à 
une corde élaffique arrivent en même-temps à Taxe & au 
repos ; favoir , en fuppofant^par exemple , que ces deux 
corps foîent également éloignés de Taxe au commence^ 
nient dtt mouvement , qu ite éprouvent une réftftanee conf^ 
tante qui foit à la pelanteur comme m eft à i ; que leurs 
diftances initiales àFaie^foient chacune r=^^fhr\ 6C 
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(^e plus qu'ils partent du repos; en effet dans cette fi^-» 

pofitîon "^^-7^ feront ==0 quand f =o# 

12. U eft encore {dus aifé de voir que ^ la corde ^ dont 
on fuppoiera la longueur = a ^ eft chargée d*un feul 
poids en fon milieu , & qu on nomme cp la force de 
tenfion ^Rh réfiftance , & « la vîtefle , on aura •^udu^^ 

-^^^^ ^Rdy; donc un^ ^^^H ^^jr)^iR 

A A 

( ^ — j' ) î donc u &cj^ font nulles en même-tcœp*, fi 
i? =3 -^ — , De-là on peut facilement conclure que fi 

une corde vibrante a la forme d une trochoïde àlongée , 
& que la réfiftance, confiante pour chaque point, & dif- 
férente pour les difFérens points ^ foit égale à — ^^étani; 

la force accélératrice de chaque point lorfque /sso^ 
cette corde vibrante demeurera en repos , lorique tous 
£es points feront arrivés à la fituatîon re£tiligne. 

15. Voyons maintenant en géhéral ce qui doit arri« 
ver à une corde fonore chargée dune infinité de poids 5 
ôc qui éprouvent une réfiftance indépendance de la vitefle j; 
& proportionnelle à la roideùr de la corde. Nous avons 
déjà touché dans nos Opufcules, page 4-2, Tome ly 
le cas oii les points de la corde éprouveroient une ré« 
fiftance confiante ; nous allons ici développer ce que 
nous n'avons fait qu'indiquer alors > & pour rendre U 
folution plus générale^ nous fuppoferons que la réfif^ 
tance au lieu d'être confiante foit » à une fonâion 2 ^ 
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de rabfcifle x; ainfi nous aurons -3^ — 2 ^ s=-j^ $ 
équation qu il faut intégrer. 

1 4. Soit donc propofée l'équation -j^ — a gaa» -^i 
l étant une fonOion de x qu'on fuppofe donnée. H 
cft aifé de voir que la valeur de y fera 1> (*•+-/) -*^ 
A{x-'t)^f;idx/ldx-J^ji, ou funplement ?(*+/) -f; 

, j. Si -^àovi être «o lorfque /=so;alors </(<(>*)« 

if(A;tf); donc (pjtf=«A*, donc ^ »♦(*-♦-/) -h 
<f{X'~^t)-^fdxfi}i^dx. 

iCOi'A faut , pour fatisfàire à cette équation dans les 
cordes vibrantes , i°» queA:==o rendue ^*+Ç — /=o. 
^^ Que ;»=<! rende ^(a-f-f)-H?(tf — ')=^— *** 
en fuppofant /i ;t/$ dx^o lorfque * «s; o , & == * 
lorJlque xi=a, longueur de la corde. 

17. De plus foitj^=^2(pX'h2fdx/ldx l'équation 
de la figure initiale de la corde; ou ce qui revient au 
jnême , foit ^=«2 S x cette équation ,6c<p«=!=a*— ' 
jTdx/^dx, on aura çx de la manière fuivante. 

18. Soit {Fi£r. 10) AB^AG==^ai imaginons que 
la courbe J>CAF ait pour équation j^ = 2 (p* , & foit 
prife C^=s — 2 et, en regardant ici la quantité « comme 
pégative , iBc par conféquent (uppofant — 2* pofitif, 
^n que — 2 * foit du même figne que 2 (p * , pour Am- 
plifier k figure ; il faudra pour £itisËdre aux conditions 
de ç^, 1®. que les parties AF, ACD de la courbe^ 

indéfiniment 
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indéfinim^ent prolongées > foieat égaks^^ jfemUabks & 
feablablasiâic pofèes ^ lune efr^defltid^ r^yitK-efi-ëejQToûs 
^Faxe^ afin que ;ipa»o donne toii}<to»t/-+^^^*^/)=»o^ 
f ori^e des ;r étant prifeen A. 2^. Qti^ies piàrcies CD^ 
CNAT prolongées indéfiniment foient aufli égaâbes & 
ftmblabtes^ 6c fembbiblemeai! polëe$ rwie^en^fiiiis^ Vau- 
4se en-dâiTotts de Taxe O CÇ^ , parallèle à jfB ^ afin 

^que^K^**^) ■+• ^ C^"^^) foit «0UJ0UfSs=:2 Cil? *=— ^ er. 

EjuDe'-ià il s'enfuit que ft on^fak pïiTer par les points 
A, Cy one ligne droite indé&iimenc prolongée y la 
wcoorbe DCAF doit avoir des branches^ altiernadvcr^ 
içmblables^ égales^ Ôc femblablement polies a^KlelTusâc 
ilu^deflbus de cette ligne CAT^ & toutes affujetcies 
;^ lar. loi de continuité. 

%Om Soit maintenant tracée bi courbe AKMC^ dout 
les ordonnées HK foient == r— :ifdxf^dx} il eft vifi^ 
l>le que l'ordonnée de la courbe vibrante initiale au point 
^devraêtre = -yX;puifque j>r^=2(p;r, ai HK^^ 
^fdxfldx ; doù ]i^K « N'U -- KK^^^x^ 
istfdxf^dx^ssi à la' valeur de ^ lori^ue €=>»ôv 

2 t. Il i&ut donc que la corde vibrante ait une tefle 
figure initiale AOBy {Fig. 1 1.) qu^enpienaaic la> moitié 
MJL de chaque ordonnée HO y en f ajbutafit LN^=^ 
-^^fdxf\dxy on forme une courbe: ANC qm aït des 
branches abernatives .fembbtblesx 6c égales ^ ( liées par 
la- k)lde continuité ) par rapport à Dice lignes droite la* 
définie , tirée par \a points: A^ €r oil^ 0e qui nevietlt 
^u même ^ il faut qu'en augmentant dxaxjué ordonna 

Opu/c. Math. Tonu IF. D d 
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HO dune qûancké ON'^stLNt=^ 2fdx/^dx,oii 
ait une courbe ^C dont les branches foient akettia-^ 
tives ^ femblables & égaies^ par rapport à la ligne droite 
tirée parles points ^^ CySc aÛUjetties Lime même 
équadom 

22^Si Ton Aippofe ^ telle qat/Jx/^clx foit pofî^ 
tive lorfque x = a, & que par conféquentet foitpofî^ 
û£y &c CB ou — 2tL négatif;' alors il faudroh pren^ 
dre les lignes CB^ LNy ONy dans: un fens oppofé^ 
à celui où Ton les a prifes , la conftruâion' demeurant 
toujours la même^ ôc la courbe jiOB ne changeant) 
point de fituation. 

a^j^Sl^eitçonftahte ficpofitive,aIws-/4KC(l%.' ro.). 
fera une parabole qui aura pour équation jk= — ^ ^^r 
CB fera =r — ^a^^ & les. valeurs de CB y UKyto^ 
jx>nt négativeSé^ 

2^^ Préfentement fùppofons que -^ ne foît pas'= a 

lorfque /s=o>nîais.= ^ ;en ce cas on^fera d'abord ( art. 2S 
du Mém, précéd*<p- 148. ) ^ = ç (.jc -h t) — ^ ( t — x) 
^fdxfxl^dxy ^x étant une fonâioa que nous dé- 
terminerons dans la fuite.. 

a^^Itfautdepkis^ i-^,.que jtt=5o rende^î=^a, quoi 
que foit /; ce qura lieu évidemment dans l'équation^ 
^=:^(;c-+-/;) — ^(/î — x\^ 2-fdxrfl^dx y 2^. que 
;r == a^ donne ^ C/-hix) — <^{i — /z).= *— 2 a, doù 
Ton voit que la différence de deux ordonnées diftanr 
tes Tune de Tautredela quantité aa^ doit.êa:e.s«<-a4^ 
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• a'/SL Donc fsdfant {Fig. 12.) jiB=^ a , B C=: « , & 
^fC*== -^ 2 « , & traçant la courbe CL qui foit par 
oapport à Taxe CM h même que k courbe ARC eft 
ipar rapport à Taxe AB y de manière que la courbe 
.CL ne fait que la couirbe ARC tranfportée en C; il eâ 
aifë de voir que cette courbe AR C y prolongée à l'infini 
5reis Ly fera telle qu^n pourra en fuqppofer les ordon- 
Aées=ip.4r— («>— jr). 

27. De plus faifant Ay^=^ ABy on aura AV^==^ — a ; 
par conféquent lorfque rx= o ^ on aura ^a — ^ ( ~û) 
s=— 2CÎ ^ la portion de courbe -rfF/C devra, par 
les mêmes raîfons y être feniblable à la portion de cour^ 
èe CFXy 6c femblablement pofée par rapport à la li* 
gne droite CAL • 

2$. Nousavons fait voir y page 30 du Tome I de nos 
Opufeules, que fi ime courbe a trois branches alter* 
\natives Semblables de égales y elle en aura de telles à 
l'infinî ; on peut démontrer par un raifonnement fembla- 
rble que fi ime coiurbe a trois branches égales 6c fembla* 
t>les placées de fuite y elle en aiura de telles à Tinfim. En 
effet fuppoûnt que la courbe coupe fon axe aux points 
où ;r sa o , 6c x^=^by ôc faîfant x — b=^\^y\z, courbe 
«l'aura dans fon équation que des puifTatices paires de 
X^ i donc les- termes où :{, efl élevée à une puiffance im- 
paire diTparokront ; or ces termes ne feroient que chan- 
ger de figne en faifant ;r-+-5ac=ç^, ôcpar conféquent 
idifpareîtroient encore. 

•^ ^p.PoQC fi par les points A y Cy on fait paflef «ne 

Ddij 
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ligne droite^ ks branches de la courbe ARC taoûf 
nuées à riol^nî , feront coutœ fembbblei ^ égales, fk. ièitt' 
blablemenc fitoées au-deiTus de Taxe par rapport k cetae' 
ligne i c*eft'à-dire, qu'après la courbe ARC) il y en a»' 
la une auae femblable , égaie , oommençancan point C^ 
& femUabl^nent difpofëe par rapport à Taxe AC, & ainft 
de fuite ; de qu'à commencer au point A la OMxà» 
AT fera de même (bmblable & égale à la coucbe CRA^ 
& ainfi de ûiite. 

30* Si an fuppole |=:G^.jîr=ae=:»g, ^ "2f"'===* *Çjr 

on ttouire (page 233 des Mémoires de Berlm de t^^\ 
9 jira=: 3-4*/s^«> S A: ^ ^tam Tune ^ Tauo^ deï fonc«^ 
dons împtiires de ;if ; ou^ ce qui eâ la même chofe ^ S^^ 
^tanc une f6n£tk>n impake & /î^ dx une fbiiâîon paire.^ 

3K Et dans le cas où^ n?eft pas =0^ (Mi aura le» 
équation» ^jr-+-^( — ;t)=s a/*^ ^;ip ; ç^ — Ç (— *)» 
^ 7^fdxf\dx^a=i :k%^ Donc ç;ip =S-+-/4^«*— " 
fdx/ldx. 

3%. Donc fî on traice une courbe AR C dont leS^ 
ordonnées foient égales à %^fX^dx — fdxj\dx^ 
cette courbe doit être telle qu'en la prolongeant à Tinr 
fini par rapport à Taxe AC^ elle ait^ par rapporta cec^uie^ 
la propriété énoncée ci-deiTus , article 2,^.- 

33. Donc craçmt d'abord une courbe ARC^ qui air 
ia propriété dont il s'agit pax rapport à l'ajos ACy èc 
dont les ordonnées foient as 9 ;c ^ on aura l'ordœmée^ 
S de la courbe vibrante ^^^»^-J\dx^fdxf^dx^ 
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^4^ De plus k fonôio» ^x devrai éœ teUe i)u6 Ton 
âitauffi <»>(—*> «s — f4if-Har/lÇ*/;i»j <îonc k courlis 
^iRÇ prolonge de l'autre eôc^ de A doit ftYoit ft» 
«rdbfin^^(--»x>igftle$ )k*^^*'-^ifC,4xi 

55'. Donc fr ob fait —^ *=^fi & qu on prenne ^x-^ 

f X pour le» ordonnées obliques F^^ cEe k ctourBe .^dUtC 
«apportée à l'axe A C ( enforte que Q Z fok ^^^x, & 
¥Q^ = fx) on aura <p( — «)—f« 3= — ♦;»*-/»*-!* 

55^ Donc k courSe .«iJf doit èen tietfe qo» fott otS* 
donnée IF oxl^{ — « ) "«- f *« — ZB-^ ^f^dx* 

57« Or k courbe CR Af comme tax l'a vu ci^def^ 
lus y doit être fembkble & égale à k c<»trbe A¥^ dC 
Ibmbkblenienc pofife ; donc prenant CD a» AJ*at AF^ 
J>£ doit être = /f«s — ZF^2/Z, dx^ 

58, Locfque CjD s=»AFf deà- à- dire ^ Idxfq^ U» 
|>oints D ,F k confondent^ il kut que les points E^ 
Z iè confondent suffi; donc il kut que I>E**s^ZF'i 
donc ;dors ZF^^ZF-^^fl.ixi donc ZF»-»^ 
fC, dx au point £« 

5p. Sx^ âc ^eso , fes points C de £* tom6er<Mic fur 
Faxe^C; I>£ fera ^—ZF\ êc de plttsàâniiè d& 
jg=sç»-.f ^— A»), s ièra éddemmoit une fonâioik 
îtnpaire, enfoxte que k partie ^Kit^Cfi^t 34 ^^v» être 
la m^ne que k pasde AZBC, & pofiSe en ïèns contraire 
au-defibu» dci'asDe; ai comme cette parde AK àùh 
toc ^Oe ^ ionbkbk àk paiôe CJ?^^ dcfembkbljD; 
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xnent pofée , >U s'enAdt de-là évidemment que la partie 
CBji ç^ formée de deux bxanches ajternadves .égales 
A: fmiîblables .C5,i?-<i 

40. Si ^ neft pas =0 , on ain:a> .en faifant AB^saa 
a = BCj, lordonnéç BL ( Fig. i^. ) == -4-yiÇ d^ 9 ion 
fuppofe dans la figure qaeJZdx eft négatif quand x=^a^ 
ce qui peut être fiippofé); & la courbe CV fera fenv- 
blable & égale à la courbe AOI^ Ç^ ainfi que la courbe 
jAK k la courbe CLOA. 

41. Dna vu { page 7.g du Tomel des Opufcules) que 
il une corde vibrante ACB{Fig. ly.) part du repos,' 
& qu on la Cuppoiè tranfpofëe en-de0bus de Taxe A C^ 
TM^s ea pofition contraire, en forte que AC B /bit 
^égale ôc femblable :à BCA^ die parviendra à la ûtua^ 

tion ACJB au bout d'un temps è^=^AB^ £n forte quV 
lors tous fçç points feront en r^os» 

42,* Donc fi on prend cette même courbe AÇ B 
( qui p'e^ que ia courbe B CA renverfée ) pour celle 
dont les ordonnées font ^fdxf%dx^ & quon faffe 
FRr=^MQ,y fe poxde vibrante, en lui fuppofant la fir 
gure initiale ARE , arrivera çn même temps au repos 
^ à la tituadon reôiligne ; car puifque le point Q par* 
vient )en P ftu bout d'un temps =^ABy ai que fa vîr 
jtefle alors /eft =c, donc le point /?. arrivera en Jkt wl 
bout du mêmç tertipç ayeç une vîteffe p= a. 

*4?i* Voici eijçorp une autre manière dcnvifagèr k 
queftipn propofée, L'équa,ti.on de la corde fonore étant 
dVbpjrd Itfppofée y^$ .(/ ^jc). — . .ç ( ^ --- ;r ) ^ on aur» 
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fit vitclle -^= ^ «!L_-- — -j& la même 

équation aura lieu en fuppoiàntj^^^ (/+*) — ^(r x\ 

■4- ^fdxf\ dx. Dohc -^ fera' === <J , fi on a une ya- 

leur de / telle qu en- prenant de part & d'autre «^r «• âc 
r-^^y les^ tangentes en ces points ioient parallèles* 

44. Il faut donc que dans^br courbe AOLC , {Fig. i^y 
& par conféquent dans la courbe Cf^ qui lui eft égale 
éc femblable , ( art. 40. ) aint? que dans la courbé AU 
égale & femblable à CLO'A, il y ait au moitïs deux 
parties voifinfes femblables, & égales, ^contrairement 
pofées pair rapport à l'axe ^ enforte que l'étendue' de 
<ïhacùné foit =« , qui eft la plus grande valeur dé x:. 
E faut de pltts remarquer que BL peut être *=o , quand- 
même C, rte feroit pas; a= © j car on atira fl^ dxs=(i 
au point oh x=a, fi Ç eft pofitive daïis une moitié 
de la corde, & négative de même valeur dan^l'autrei 

4y. Voilà donc un ca», celui de £-£^^ o y quoique Ç 
ne foit pa» = o-, où en donnant àla co^e AOLC des 
■ branches alternatives, oïi aura le temps f^^a, au bout 
duquel tous les- points feroht en- reposii- 

4(^. Il ne s'^it plu&que de f^e.eniforte que ces points 
arrivent à Taxe dans l'inftant de leur repos^ . 

47. Or, puifque ( article 5.3. ) ^^<px — /^ ^ç»-K 

'fdxj\dxi traçons d'abord dans^ ce cas de BL=^Oy 

la courbe dwjt l'ordonnée eft '=-(^x—'fZ,dx\ <px xè- 

, l^réfemaat le$ oidooaées^ d'iuie court>e qui ait des bianj, 
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ches égales , femblables 6c alternadves , ayane toute! 
une bafe =a; & Ç ayant la conditioa exprimée p«c 
tart. 44 » traçons eirfuite «ne autre conibedont \f» or* 
données foient -lif^fl.— i^^f^, ic prenons l 

teUeque 2/x/*/C</^H-<p(tf-4-*)— *(«— ^)=*^'' 
a eft aifé de voir, par tout ce qm précède , <pic fi oti 
fût l'ordonnée piimidvB de la corde vibrante «sg^ o» 

aux», quaiïd / fera =tf,.^a=:o & "j^T'^^' 

48. Il Êmt de plus que zfdx/ldx «wâsMe à k 
çondidoft «pi'eo 6û£mt ;if =/», on ait( (juelîcjje foit /) 
4>(tf-t-:/) — (p (/ — xf ) = à Ja valeur de — a fd^f^d» 
loxfiîue » =du Donc puî%e ^ ^fdxfiâx « <fr (*-+•«) 
— <[!;(«—*) bjrfque * == « < article pcéçédenc )•} il s enr 
foi€qiift(î>.(vz-lr-/)— 4»(«— a) doit êqre^gaje à <|x(a/i), 

4P. Or çeft ce qui aura Jk» dan^ l-hyp©thèfc pc^ 
fente 5 car la courbe ay»ït des branches altcîna«iy«s qui 
ont 9 paujr ba^ commune 9 on * ^ (a^)(«=oi donc 
ç(tf-f-/>— 4)< /— 4r ) doit être e=o qudquefoit/; or 
fejftnt (^^, 15. ) Ur^^ê^m, «c AM'^jtYy on 
aura r^= (p<*-H*)f^^«— ^F«^— «îA^^'=» 
^(*— ^)« ^ jZ^jrRj donc. 9' C*-*-!^) ««î^O— '')î 
donc, &c.. 

jo. Bjans le pas oà ^ n'eft pas «=^^, êe où^««= 0, 
Êuidra , pour avoir h vdeur de j^ an bout du temps 
t, fffend^ dan$ là- prenricre des deux courbes de l'at- 
tide^ 47> ^ <m *lw a poujr équation y»^^^ 9 ^ 
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.fomme des ordonnées répondantes à x-i^i & h x — t, 
& lai^menter de la quantité ^fdxf^dx ^ invariable 
pour chaque x y quel que foit le temps /; mais dans le 
cas où Ton a ^= o & non ^ == o , il faudra y après 
avoir conflruit une courbe dont l'ordonnée foit(p;c = 
S — JX,dxy prendre la différence des ordonnées ré- 
pondantes à/-+-;c & à / — Xj enfin dans le cas où ni 
^ ni ^ ne font = o , il faudra y après avoir pris la dif- 
férence des ordonnées répondantes à t-^x & à / — Xy 
y ajouter la quantité 2fdx/^dx. 

$1. Nous avons donné dans les articles précédens 
'des méthodes pour déterminer ^ & Ç à être telles y que 
la courbe vibrante arrive à-la-fois à la fituation redi- 
ligne & au repos. Mais voici une méthode encore plus 
générale» 

ya. Puifque ^=(p (;ip-4-/) — (p ( i—x) + 2/dx/^dx ; 
foit {Fig. i5.) ^!& = rî le temps T étant fuppofé tel 

que^ foît= o qxiel que foit ;i; ^ & que -jT ^^^* ^"^ ^^ ^ 

quel que foit ;r; il eft clair, 

1^. Qu à caufe de-j^ = o > lorfque /= Ty fuppofant 

jéB=^BC=^Ty fie faifant commencer les t en j4 y les 
portions Jf/eiV', Mn' F de la coxirbe NnMnlF (qui eft 
iuppofée avoir x pour abfciffe & (p;c pour ordonnée ) 
doivent être telles qu en prenant Bb ^Bb' égales à 
volonté, les tangentes en /z 6c en ni foient parallèles ; donc 
la branche j*f-A^ doit être femblable & contraire à MF. 
Qpufc. Math, Tonif Jf^. E C 
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a^ En faifant jBÇ & BR=ay c ca-à-dire , à la pli» 

grande valeur de ir^ les courbes MNZ^ MFY^ doi- 

ireflt âuffi être ferablables & contraires î puifque -j^ 

doit être = o lorfquc /=r, quelque valeur quon fiip- 
pofe ^ Xp depuis ;r = o ^ jufqu à x^=a. 
3^(p(^-t-/) — (p(f — tf) = — 2ct quel que foie /{ 
dont la difFërence de deux ordonnées diftantes de 2 a, 
doit être confiante. Donc faifant AD = 2ay 6c par 
conféquent DR^^AQy la courbe G Y doit êtrefem-^ 
blable à NZ & femblablement pofée ; & la courbé 
GX doit être égale 6c femblable à la comhc NMFf 
& jfemblablement pofée» 

j 3, Donc en prenant encore ÇP=a^D, ôc par con- 
féquent AP ou yfQ -hç P= cr^rd=%<:r =: 

iiA(l} NZO devra être femblable à Crj & fem- 
blablement pofée ; or NZ O ( art. 4)récéd. n. a. ) doit 
aufli être femblable i TYG & contrairement pofée j ces 
xleux conditions ne peuvent avoir lieu ^ à moins que les 
branches G Y^ Y F ne foient égales, femblables & con^ 
trairement pofées« 

54, Soit donc BA^T=^BC5 BR:^BQ = a; 
RD^CR^qP^AQ^i Rr & Qç^T,* on aura 
Ar^=Aq = a; jiD^=2a. Ayant enfurte ciré la droite 
indéfinie Oi?A^^-FJ'<?, foît tracée une courbe 4ûtxt 
les branches G Y^ Y F foîent égales , femblables , & al- 
ternatives ; foit auflî k ccwrbe FM, telle qu eh tsaçaat 
^ lacourbe femblable^ égale, &al^rhacive ÂtN,&L prc- 
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Bant By:s=x:=B6y on ait 6'fi -^ia^^^^Ti/Hx/lJx^ 
ce qui doit continuer d'avoir lieu jufquaux points Q^ 
R j ou BR & B(l font =:a^ cett-à-dire juXquà û 
plus grande valeur de ;r ; Je dis que cette courbe fa- 
tisfera à toutes les conditions du problême. 

yy. Car, i^, jr=o, donnera yi/^r/Ç 1/^=0^ & 
^(f-4-^) — <p(/ — x)=^(pt — <p/=o; donc ;vs=o, 
donnera ^ =3 o quel que foit t ; / n étant pas^ llippofé 
> T qm eft le temps où la corde sarrête \hyp. ) 
2?. X = a y donnera ( art. $2, n^ 5 ) ^ =«=0, quel que 
foit /; i n étant pas plus grand que T. 

3^. t=^Ty donnera -^ =« o quelle que foît x. 

4^. t^=Ty donnera ^ = quel que foît Xy puiique 
ytsszyn'-'-^hn*^2fdx/^dxr=o (art. 54.) 

55. Soit f la tangente deTangte que la ligne MFîzit 
avec jrfC, on ama3'/î'=*-i' — iV «== BM-^ fx — 
i*rl\^bn^=^bi^in=^BM — fX-^in\ donc2/;r-— 

ai!d^^2fdx/ldx, donc-^^^«=$î dançon 
aura la valeur de ^ par cette équation.^ 

57. La vîtefle étant égale à -—- ou ^ — i- 

</r dae di 4x 

d<p(t — x) f /• ^ y â^x , ' 

»|- —^ > on auraiorfquft âm^Op v'*^ - /^ ' " "^ 

Eeij 
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prenant depms le point B ( origine des x ) deuit Valeurs 
quelconques de x ^ égales & de ligne contraire > k 

différence des valeurs de —y— en ces deux endroits don* 

nera ^^ 

^8. Si la courbe fMtSi femtlable, égale, 6c alter- 
native à la courbe TY^ alors toutes les branches de la 
courbe feront alternatives. C eft ce qui peut arriver , & 
par conféquent ce quon peut fuppofer, mais fans y 

être obligé; en ce cas on aura BC^ CR=^ — -^ 

y p. Mais la courbe FM peut ri^êtré pas femblable nî 
égalé à là Courbe TY\ ou, ce qui eft la même chofe^ 
la courbe MN à NZ. 

do# 11 faut auffi remarquer qu'il neft pas néceffaire/ 
au moins pour la fimple réfolution du problême , que 
la courbe GYFMNZO s étende à l'infini ; il fuffit que 
fa partie renfermée entre les points G yO j ou même 
Z y Y y ait cette propriété, que les branches MNZ ^ 
^MFY y foient égales, femblables & alternatives, les 
parties MN y N Z étant d'ailleiurs telles quon voudra. 
Il faut de plus que les portions de courbe Z/, Ta 
foient égales , femblables , 6c femblablefnentpofées. Mais 
jon va voir qu'il s'enfuit de * là que la ligne coiu-be 
GYFMNZO s étend à l'infini avec des branches fem- 
blables à cette partie GYFMNZO. 

6\. Car puifque NVZ eft femblable à TaYy donc 
YaFU^\ZFN\ donc faifant (Iq'^Q^q^Rr^ 
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Zf^ eft femblable à l'a , & diflféremment pofée ; donc 
les portions de courbe Zl bi Zl^ font femblables £c 
alternatives* 

. <Î2. Or de ce que les arcs Zl ^ ZVÎova femblables ^ 
égaux, 6c poféà en fens contraires y il s*enfuît que, pour 
ces deux arcs , la valeur de ^ en ?. ( en faîfant comment 
Cer les :^ au point Q) ne contiendra que des puiffan* 
ces impaires ; ou, ce qui eft la même chofe, que l'équa- 
tion fera telle qu en mettant — y pour jk & *— ç^ pour 
X,y elle demeurer^ la même. t)e-là il eft aîfé de conclure 
que non-feulement les parties Z /, Z^ feront fembla* 
blés , & égales , mais que la courbe commençant en 
Z & allant vers O , fera abfolument femblable à la coup* 
be ZFNFy &c; doti Ton voit que ZlOK fera =*« 
& femblable à ZVNM. Or Zf^NM eft égale & fem- 
blable à MnFY, comme on la vu ci*deflus* Donc 
puifque les trois courbes KOlZ y Zl^NM^ MNIY 
font alternativement femblables & égales, il s'enfuît 
( page. 50 , Tom. I, Opufc* Mathém» ) que la courbe 
aura de telles branches à l'infini , 6c qu ainfi elle fera 
niéchanique« 

53. De-là on voit que $ ne fauroît être conftante; 

autrement on aurôit (art. j6^. ) ~^~^^ conft.Doii 

il eft aifé de voir que la courbe feroit géométrique. 

6^* Donc la quantité ^ proportionnelle à la roideur 
'de la corde ne doit pas être fuppofée conftante , fi 
on veut que tous les points de la corde arrivent eu 
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fflême-temps à Taxe & au reposa. Au refte la fuppoC-' 
tiôiï de 5 variabfe ti'a rien dé pluJ choquant que ceUe 
de ^ confiante. 

6$. Si ôh fait AB ôû 3*^=* a , ôt par conféquent 
{îlg. i7.)AQ = t, $PiÈ=o, & quon fuppofe de 

plus/ as o,' on aura ii'a'sssa/dx/^dx, àc-^ ou 

— ;^=^ — 1--»— j= , lorique /= jr» com- 

me il €ft aifé de s'en aflUrer. Car faiiànt £ 2> = 5 JF«= x ; 
Dd*t^iity on aura -I^-— i-«ta -i-S— , — -; qm (i 

caufc de /"^ négatif) eft négatif & =*= -^ — =a 

d<f. Ce dernier cas de 7=^ retombe dans celui 
dont nous avons parlé ci*deflus plusen détail^ {art« ^% & 
fuiv, ) avant que d'en venir à la confiruâion g^néraie« 

tf 7. Outre le cas de CR =A B > ( Fig. i Sn ) dont nous 
tvohs fait mention d-dèffus , ( 4rt. j8 ) & celui de CJÎ=a 
ou T=ay qui donnent Tun & l'autre à la courbe des 
branches alternatives toutes feml>kbles & ég&les^ exami^ 
nons les cas où BC^ ÇR feroient inégales y fans que 
CR îxxt = o, 

'6^. Nous avons pïodvé , dans les Méttioî«s -de TAca* 
demie de Berlin de i747> quune combe telle que 
GYFMNZO y coupant fon ake en une infinité de 
jToiïïts ^ fe coftfbuifoît par ie nïoyWi des sites lou de$ 
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fegmens d'ime courbe rentrante ABCJP {fig. i80 cpm- 
bio/és ou non entr*eux ^ avec Içs ordonnées correfpon- 
dantes de diflFérenteç manières à Tinfinî. 

tfp* Soit donc «ne courbe rentrante 4BCJ>^ leU^ que 
la partie AJOCtok égale & feinblablc à h parw 4J^C 
Soit AP^^ yU y une fonôion de jr ^ q^i fpif = o 
iorfque ;i;;=s;o;£c qui^ en faifant ^ nëg^jûve^ d^viep^ 
aufli négative .& de même valeur qt^ pour ^ pof^ive. 
Si on prend maintenant ks arc? AD C^ par ipxemplp j 
pour les abfcifTes dune nouvelle courbe ^ âç 1^ qpanr 
tîtés^ pour fes ordonnée?, cette courbe fera éyid§fn- 
ment dans le cas que nous demandons pour la courbe 
MNyZ de la Figure \6y indéfiniment tracée de parc 
& d'autre de M. 

70. Car, 1^ il eft clair que. cette courbe coupera fon 
axe en autant de points que j^ awA de valeurs = o; 
2^ Si on a une «aleiir d^ AP {Fi^ i8* ) qui donne 

y=^Oy &^ que \m MQS AMp ÀIQP foient inégaux, 
ce qui eft évideminflDtpo^ble .^i» <;HO]inbe tracée MNf^Z 
aura des branches awû^div«i8 io^ales. 

7 1. S'il y a pour uae mèux» -vvi^^ de x deux! valeurs 
de jTy lune =50, Fautre. fy»giMf==^f , la valeur =0 fera 
l'ordonnée répondante à Tim des arcs ( AMy par exem- 
ple ) qui répondent à rabfcifle AP^=Xy & la valeur = f 
fera l'ordonnée correfpondante à l'autre arc AMQ. 

72. On voit évidemment quil y a une infinité de 
manières de réfoudre le problême ; car on pourroît , par 
exemple^ au lieu des arcs AMp prendre les efpaces 
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'APMy fie ainfi du refte ; mais il fuffit d'avoir indiqué 
la manière de trouver une infinité de courbes qui ayent 
la condition marquée dans Farticle dy. 

73. Je terminerai ici mes recherches fur les cordes 
vibrantes , dont je n ai été que trop long-temps occu- 
pé , quoiqu'il s'en faille beaucoup que j'aye épuifé la ma- 
tière. Je ne doute pas qu on ne puifle étendre ces recher- 
ches, ôc les Amplifier même à beaucoup d'égards; 6c 
j'invite les Mathématiciens à ce travail ^ qui me paroît 
digne de les occuper , tant par lui-même y que par futi- 
lité dont il peut être pour d'autres objets. 
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Recherches de Calcul intégral. 

1. v^ ES recherches, qui font une fuite de celles quefai 
doAnées dans mes Réfiexions Jîir^ la caufe des vents , 
(art. 87 & fuiv. ) ont été occaQonnées par celles que 
le célèbre M. de la Grange a faites fur la même ma- 
tière dans le fécond volume des Mémoires de la Société 
des Sciences de Turin. Les problêmes réfolus à ce fujet 
par M. de la Grange m'ont été utiles par les lumières 
quils m'ont fournies pour quelques-unes des folutions 
qu'on trouvera vers la fin de ce Mémoire, principale^ 
ment pour celle de Tarticle 31. 
a. Soient données les trois différentielles 

I. Adx-^Bdt 

H.fBdX'^tâds 

^tiAdx 
T[L.fBdx-^icAde 

^aAdx^xff B dt 

^\€â dx^+'^cêdr^. 
qii'tm propofe de Tendre complettes. 
OpuJc.Maih.Tom.ir. Ff 
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Dans ces différentielles A^By^^y font des fon£U6ns :• 
inconnues de ;r & de r^ & f , m> r, c. A, 3r , tr, Ç 
des coëfficiens conftans 6c connus. 

On multipliera la féconde de ces différentielles par - 
D y la troifiéme par Ey D &c E étant des coëfficiens . 
conftans & indéterminés ; après cette préparation on ajou- 
tera enfemble les^ trois différentielles ; ce qui donnera 
JxiA'i-fBD-hiJLAD'i^fBE'^ajlE^^xcÊE)^ 
di{B 'i-.cê D. + vrAE -h Vf BE-^- ^ i E)^?L me dî£- 

férentielle complette. On fera enfuite '"^^ r ^ — = 

•4-5(f I>-4-r£)-4-» aJÇ égaleàune fondion de jr-H 
-- — ^£ —x-^t^y j étant —.rj^-^ — y & par conr 
fijquent étant connu dès que D & iF le feront. 

S. Or des deux équations î-— = = ^ ^, . 

te— — '^^^ =1 y/' ' y il fera aifé de tirer les va-^ 

leurs de D ôc de £j car on aura^ en.faifant évanouir 
Dy une équation du quatrième degré qui fournira quatre • 
valeurs pour. jE, & par conféquent quatre pour D., 

4.. De ces quatre valeurs prenons-en trois à volonté 
pour Ey ia trois pour i>i ce qui donne^ (en nommant : 
CyC ye" yly l'y «A "^ cçs trols valcws ) 
«i(i ^lil-i-<rt)^fBl^fBt^u\t^(^{x^tq): . 
4{ X 4-f*^/^-??') T^fB^'ri-lBi!.±_0X{r^£^i,x-^t^^^^^ 
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^ois équations d'où Ton tirera les valeurs àt A\ B y<ê^ 
f ^ A & ^^ , défignant dés fondions prifes à volonté 

• Comme quatre quantités a^byC^d^ peuvent être com- 
i)inées trois-à-trois en trois manières, a^h yC } a yb yd ; 
éy Cyd; il eft clair quon aura trois fyftêmes d'équations 
- femblables au fyftême précédent y & par conféquent 
trois valeurs différentes de AyByCÊy tout le refte étant 
d'ailleurs fuppofé le même. 

f Si dans un <le ces fyftêmes e avoit deux valeurs égalés, 
ii,e'\, alors On. feroit e'z=ie-t-*, et étant fuppofée in- 
finiment petite y '& on auroit y^=}^k<Ly / = y -H ^ « > 
k & ^ étant des quantités connues ; donc la féconde 
équation deviendroit ^(A4^«-+«(r«)+f^yE:a(-HyiBf«-H 

tf X et := 2 > équation d ou on fera diiparoi-. 

tre « en Tefiaçant. 

^ Et fi on avoit encore une valeur de e & une de J| 
égales aux précédentes , vc'pft-à^dîre ^ ifuc J)àc£ éufTerit 
t;rois valeurs égsiles, il faudroit opérer fur cette dernière 
^quatiçn y après avoir efiacé et, comme on a fait fur là 
féconde équation, en ^^^ t , &c. pour en tirer une nou-j 
ve}le équation, qui avec les dei;^ autres^, Servira à ré-*, 
foudre le problême* \ . 

y. Quand même D & £" aiuroient quelques "valeurs 
imaginaires, les valeurs de urf, de^ff, 6c de «^ jien con*- 
tteodfbient paspôur cela.* Soii:, par exemple, S^^sssscl'^^ 
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QV — I ;. e'=y-H)i V — i ; & par conféquent ; comme 
ja l'ai démontré dans les Mémoires de Berlin de 1745 j 
y'=«L — €•— 1, t"=7 — «v'-T-i, on aura Ê^Xx'^r 
//)=r(;v,/)-h»/— iB(*,/); & 4(jir-4-/^".)=. 
T{Xft). — V — i'8.{x , ty Subftituant ces valeurs dans 
les deux dernières des trois équations de l'art. 4 , pms 
ajoutant & fouftraprit l'une de l'autre ces deux équa-» 
tions , on aura ces deux-ci j où il a'y a plus d'imaginaires i 

AiftC -h 0-)) ) -+- f BG-t- fBit'-t'»\-ii =-- S ( v«, /). 

Ayant déterminé par le calcul précédent les quantités 
■A; B , a , i\ eO. facile de -voir que les trois différentiel-» 
les propofées feront des différentielles exaâes & com^ 
plettes.. £n effet .^ dè&^qaon a trois quantités différent 
tielles dR,dS, dQy telles ({h^ d Rr\- D dS-^ EdQ^ 
dR-hD'dS-^L'dQ, &LdR^I>"ds'^E"dQ foient 
des différentielles complettes, ( D , ï>' , D" étant des 
confiantes ainfi que E, E', £") dR, dS.&ç dQ feront 
chacune féparément'dés différentielles complettes; Car^ 

i^.{D'—D)dSM£''--E)<^Ç. eft une différentieUe 
complette. 2^.iD"—I>)dS^iE"—E)dq l'eflaufli; 
d'où il efl aifé^ de conclure que ( E'— S) x ( D" — D ) 
dq-+-i E'—E ) K ( Zy — P ) </Ç eft une différentielle- 
complette-^ de par conféquent dQ', fie ainft du refle» 
6. Soient Adx-^Bdt 
& fAdx-^uBdt: 
•^tBdx-^oAdt; 
des- difféxencieUes coinplectes>.:^:ôc £^tant des £>nc4 
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ifèns inccmnues de * &de /, & /» , f4 , f , <r des conftantes 

Connues. On aura -^=4^, & -i^^H^ -I^£- 

dt dx ^ dt dt 

UtdS fT d jÛ 

— ■ ^^ -h ^ ; & fdfant dq^=Adx-^Bdty oit 
aura J^li--+— l:^— Ji^-*-_!ili_ ^„ ^''''^ 

^ <//» ^ ^Àr» — o.^ 

Or nous avons donné ailleurs, & U eft' aifé de dé- 
duire du problême précédent, une méthode pour trou-^ 
vfer lés valeurs de A fx. de B.^ 

Donc fi on prôpofè dé trouver a, telle qtie— ->-—,— -fi 

Nddq . Rddq ^ xro -n j 

~7jï— H- ■ ^^^, *= o^MyN &iR étant des conftan-^ 
tes; ce problême fe réduit à trouver A ai B dans les 
deux quantités différentielles proposes ; les coëfficièns 
f y t^y ^ y <^y étant donnés par les équations / — f^rs^M^ 
i' = i/, a^='^ R'y équations dans lefquelles on -peut en-! 
côté fiippofer f ou /* à volonté*- 

Jt, G, li étant des conffàntes données; on prôpofe- 

de trouver g» 

On £eist ^iq=^p^dx^+sde■ 
dp=Adx^^Bdt 
ds^=iBdx-^Rdt- 
dA=Cdx-^Tdt 
dB^sssfdx-^mde^ 
d^^vdX'^Ndt^' 
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On aura donc C-^.Fm^Gf-^NH^^ o ; 6c pat coh(S- 

quent Cdx-^fdtyfdx^fâdty »^:v-+— — ^^g ^^ 

feront des différentielles complettesj, ce qui eft un cas 
du problème précédent (açt. 2). 

8. Soit -T^'+'^y— = , ^ étant une fonûron don- 
née de X & àt X* On propofe de trouver q. 

Faifant dq = <f»,dx -H Qd^ ^ ^^ aura « H- ^ C= Qj 
& Qd:i^l^Qdx=^,dq. 

Donc toutes les fois que $ fera tdle qu'en fuppofant 
l'équation dx^ — %dx^=Oy cette équation fera in tégra- 
ble , on pourra trouver q. (Car alors on pourra trouvçr 
le fadeur G^ qui rendroit C^^ — ÇÇ^;c ime diflférçii- 
tielle complette, 

p. Sx>ient A^dx ^ B Ed^. 
àLBC,djc^Ald\(,^ 
deux différentielles complettes ; on aura J 
1^ {A'^B){il,dx^^d:0 uae différentielle complette^ 
:Donc en fuppofant une quantité « telle que all^dx-^ 

4«^ dx^ foit une différentielle complette y on aura — 

= fonûion dey( mt^dx^^u ^J^. )• 
a?. On aura de même ( A — £ ) x {^d^ — ' ^-^t) une 
.différentielle complette. Donc en, fuppofant f^^at — 

f^dx une différentielle complette^ on aura— s=s 

:.fon£lîondey*(rÇ.t/4p— F$i/;j.),;pau:.ce œoyenon trouvera 
A ScB. . \ . 
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Sionveutque^^</*,-t-5$</^ & BtKl^dx'^Afldx, 
fdient des dififér entielles complettes , a &" / étant des 
confiantes données, on multipliera la féconde de ces 
diiFérentielles par r, & on Us ajoutera j ce qui donnera 
la difféirentiellé comf^ctte, {A-^Btkf)^dx'^{B-^. 

'■^f ' ) l<^t* icttt— ^ «g ■ > " ■; ôH aura r»ssa — Ll - 



& ladifférentielle fera {A^Bh) (X.dx-i — — l </-t) i 
tcHiir^ ^**H— ^^|^:C^ï^e difféirentiellecotaplettei oa- 

aura ^^^^i^^unefonaionde/(<r<«/A»-l— -f-^^Oi.'- 

& comme > a deux valeurs dt • -^> iIeftclair.q^u.*on ^ 
^ura la'i^aleur de ^ & celle de ^. - 
- 10. SoittitrAAdx'^BQdx. . 

& Ayd^rhBtdx 
deux différentielles comf^ttes; à, C, yj € étant d^- ■ 
fondions données de* 6cde;t> o» prpppfe dedéterHii^ 
iwr ^ & ^. - 

Oh multipliera la féconde de ces quantités par un - 
coefficient confiant indéterminé./*, ôc on les ajoutera '? 
«ofemble^ ce qui donnera (^«t-»-Bt/») dx'^- {Aym-^ 
B^)dx,i qui doit être Une différentielle complette. Or ' 
il éft évident quelle fera complette li elle peut être ré- • 
duite àcette forme {A>*-^B *) {<pdx -i-ttdz^) yduis '■ 
hquelle, i°* ^ </*-+■ « dx,' foit xme dififérentidle «omr< - 
plçttej 2^ .^A-i-J^i une fon£Uoade/9</xrt:«y^«k' 
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(A & » étant des indéterminées , confiantes ou varia- 
bles). On aura donc yfXf =«y/oiî 5»ç=5t/«îj5C=a» 

Bt»i jiyii=^A\c)i donc ç«s=r^=-7^-i 6c »=^ 

4- =r ^^■■♦; donc — ^= M f*î & comme ft/t doit être 
confiant y il s'enfuit que ^ pour l^tisfaire à la condition 
fuppofée, il faut que — foit confiant; de plus^ puifr 
Gue ^dx'^iâdx, doit être une différentielle complecte; 

adx . <d7 m,dx yfxdt ,.^j^ 

on aura -4 2:- ou — h — ; — une ditto? 

rentielle , complette, 

I u Donc il -^^ «=s p^l^^=^q % ^ étant une confiante ^ âc 

fi A & 7 font tels qu on puiffe fuppofer Akdx-^kd^Vq:^ 
& aitV;c— y >tV:(^i/^, chacune une difiérentielle com- 
plette y k ai k' étant de teUes fondions qu on voudra 
de ^ ^ -^ie x.^^^ problême pourra fe réfoudre ^ & on 
trouvera A Ôc B^ en eJffet foit k(tdx-\^kyd\y q=^ 
dr; k'ddx — yk'di^Vq^=dr' y on aura, à caufe de 

= 4 ^^ & -t; TT-^ — = 4/, r & / étant des foncr 

tions de ;c fie de ^; doù Ion tirera AjSx, S par wx çal-v' 
cul très-facile. 

Donc toutes les fois que "* ■■ fera égal à une conf^^^ 

tante j^> 6c que :de plus ft U y feront telles quen fupn 

pofanç 
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pefant ■a.dx±yd:iVqz^o y l'équation fcïa ifttégrable , ' ■ 
on pourra trouver ^ & J?, & réfoudre par-conféquent 
le problême propofé. 

12. Soit <//=-^ci</;ifH-£C</^.;onaura^s= 



dx 



Donc fi on fait -^ == ^, 6c G =-?lil-, pétant une 

^ntité confiante, on aura — :l-il_l_ ==-lJi £ii; 

</* dx ^ 

i| -étant une fondion quelconque de * & de ^. 

1 5. Donc toutes les équations de cette dernière forme 
feront intégrâbles , ^ étant une fon£tioh quelconque dé 
« de^, q une confiante quelconque, & /une fonc-. 
tion inconnue & cherchée de x & de ^. Car faifant 
dq's^^AadX'^BQdx, 6c = à une difiérentielle exaûe j 
on aura Ayd:i-+-Bidx auffi égalé à une différentielle 

Ctt ■ ■ ■ . ■ • . - 

cxaae? « étantes—; 6c ct,y, ou *,ct^ étant affu- 

jettis aux conditions, éni^mcées dans^ l'ardcle 1 1, 
. 14^. Soïetit Aitdx'^BQd:^y * ^ 

^ Ayd:i'^Btdx .! 

'^Afdx'-hBC,dti 
tju'on propoiiè de rendre des difiérentielles «omplectes; 
«> G, y, «,/,^',' étant des fon6ïions^OBqées'dé 9i 6c 
Oj>u/c, Matk lom, JK <j g 



de X} àc. 4,^9 de» foa^onsr çi^ofi, cbwçhç. di) C4i^ 
mêmea. qtuncités* 

Oh aura par la méthode du problêfnp. pr4<^édciM:>.(.4*4?; 
AfH-^Btt».) <&+(-.^yf«H-fiC4-iB^**)</î. une diffi^centielle*- 
com{dette; donc , en ^vant k même procédé > ^« 
,rf-g/4.^j^ ^-^g^ «JlfL-donc "^^^- 

=8 -r^ — . C'eft réqiiadôn qu'il doi<r y avoir entrer 

les faâeurs «> €^ y> «^ f> ^; M étant une confiante. 

On aura do«c ( *'*'^'*y dx H- -tît^^ égale à une 

difi<frentiçUe CQinpIçtte > M ^csuit un& confiante telle' 

que l'on ait ■ * ?^ -ata ■ ^^ — »^ Donc H faudra que- 
^ *fi. f -♦-Ça* ^ 

(^Ji±£^)(^;,4,JÎ±i^) foît. une dîfférenr 

tieUe cofl9plette> ce qiû peut «voir lieu en u^e infinité 
de manieres^ différentea^ m ^cuit une conâame qudcoar 
que.. 

- I j. Pour que *'|"^^ ■= ^^^ , il feut que l'on aî^. 

iSc par coni^quent .//^t^t^^ ± v^ ( ^^f^ - rfr 

Poftc -4^^^^ ==- à MPC ^oflïuwei- 



Donc -^ — 1^ a=r à une conftàncç ; &— b— — ■= à 

-une confiante; il &udra de plus ^ue- f *^^^ )V;y-4« 

^^ ^ puUTe étœ inppQfée uiàe ëlKftmeSAe caqaplfiir 

A 

le^ A ëtant celle fonâion de xJU.^^ ^'on voudra. 
i(f.Si on fuppofe dqi=A<t.dx-^rBQ>dx,i on aura 

Soit A= 1 5 C = I ^ ce qui fe peut toujours fuppofer i 
on aura - — ^~ s=s — ~ — ;par eonféquent (art. i$ )j 

.^-~^ — 2^ — ^ssràutae eonftaftte . &~-3 4»le à une 

tl, — *y ' fÇ — •> ° 

confiante ; donc ^ •»HÇT=stf ; tupt^ — eysss^ ^ a 6c ^2» 

•étant des confiantes. De plus ^'"^'^ — ^-f. -22L-1. 

devra être une djLfl^rentielIe complette ^ A étant tout ce 
<2u'on voudra , £e M'égaî à<;hacttnê -des 'raeiaeâ'de Xfy^i^. 

-J-% Donc / & y doivent être tels qu'en fuppo&nt dfjr-f- 

Xfdx^yJO(-^± -î:IflZliL) «e;i:éq«a, 
tionAfoit intégrable;'6c H Êiudia de.phii que Ç«= 0-^-/ j 



^j6 RE C HE RC RETS ^ 

Donc aufli dans la même hypothèfe toujours:- |er* 

mife de «t = G == I , on aura d\ ^ ^ "*""'7~^'"1 ^g^^" 

à d r^ ^ 4" -^— T Donc dans.ce cas on pourra déter- 
miner ^ 6c i? ^ fî les coëfEciens / > >3 « ^ ^ font aflujetds^ 
aux conditions quon vient de marquen 

iT* Soit propofé de trouver y, telk que ,^ Hfe 

- ■ - ^ — h Cq foît =0,; A ai C étant conftans; . 

Soit y=**>. « étant le nombre dont le log. eft =: i_j, 

on aura — >*'-H n — -f-C^^o. Donc il on. fait ^â=a 

€LJx-\^Qdx,) on aiura AH--^C-f-C = o; & C^^ — 
'€dx — yiZdx. une différentielle compfette. Donc puis- 
que C dl confiant ainft que ji ^ on aura: C==f (?. -r? 

i8. Soit . ^ -4- 72-^"+"^~o; pnpropofe detrou^- 

«r ^ ; $ & ai étant des rfonûions données de x 6cd6 ^' 
Soit^y=a^,;c-4-C^:ç^; on aura a •+-^C-H» = o ; 

donc C^^ — ^^Q^d,X'—adx doit être une différehrielTe.* 

.çomplette,.^ _ 

Donc, l^ Si ^^15^. eft une diflPérentîelle complette,» 

on*aur»C=Z & gCH-ai=X(fonaipn^ jr)on ^«s 

«Jgrablei «» ^^tant.tOHt ce quon Voudra^, & X/Z'}, 
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€l^ fouâions quelconques à^ x & de x.i Qii> ce qui 

Kvîent au même.--7^-+.^%^H-X — £Zs=o eft 

întégrable , $ étant tout ce qu on voudra , 6t X, Z 
iies fondions quelconques de \;r fit de :ç,. • 

. 2?. Si $C^;r.eft intégrabïe , on aura ^Cs=X, & — -JL. 

^ ûi i/,« întégrable, ce qui. arrivera en général^ fi on a 

•^ — -~-.a=:< — -IJ — , Jf étant imefonûion de. ;r, &$ 

«out ce quon'^voudra. 

.. Donc Çi^=zXky k étant tout ce>quon voudra, .on 

aura ^ = - , ■ ; c eft la condition à laquelle ^ & 

^ doivent être afTujettis dans cette dernière hypothèfeè 
,.[3?. Si t/î^— $^eft telk que Téquation d^r-î^x^o 
foit intégrabïe, alors on poiurra trouver. un coefficient 
£1 tel que àd^. — i^^dx^ foit une dîfFérentielIê exa£lé ; . 
& pour lors il faudra ( en fuppofant ild^^ — Q^dx\^=s. 

'du) que ^dic foit^ime diflFérentîelle compjiet^ 

t« rfaifant*don€c— -=^> on aura kdw^mdx^ une 
différentielle exaûe ; .donc -r— = — —y^ î & ^^ ne ' 

tfop .* a II " 

.... 

fâifant varier que ;c, ^==/~T~ y^dx^V. Donc ( * 

étant tout ce qu'on voudra) on aura ^,.& par confév 
quent C ouQ^, ôt par conféquent auf&^a fie q. 

ip> Pour trcoiver la valeur de /^~ dk ^^on coajQj- 



tnùra daborâ^ au moyen dès quadrantres ^ ïi Vonitie 
pfeutattotmonc^ um furface courbe dont les cooidon^^ 
nées foit x , ^ & «=/(ni/^ — a^4/;r>; enfuite on 
con&ruira une furËice courbe dont les ordonnées foienç 
^^ tt 6c « ; les tranches de cette dernière furface per- 
pendiculaires aux * donneront des coûfbes cjoi auront 
pour coordonnées «# & ^^ x étant cohtîafit^ <!e 'qoi 

âonneia-'-''^^ ; eiâutte prenant u cônftante, on tiacea 

pour chaque paramètre u une infinité de iïôurbes qm 

ayènt pour coordonnées jr & -j^,6c Taire de diacu- 

ne de ces courbes répondante à rabfci/Tejt donnera H 
vùcïLï de X: pour -chaque x. 

5 a. On aura auffi dans le cas de Tarâcle tSj a^dx^^ 

.JLi- — r ?^ , ,|ine différentielle complette. 

Donci ï^Si «i«=X, (JTétanï: une fonaioii qû^î- 
conque dé * ) on aura -|^-+---- ses Z,-6c mkm~^X 

rh i^ Z , >i^ étant tout ce ^qtî'on voudjca ^-ce <^ levient »t 
icas de l'arc. i8, n". u 

a,°. Si *^^ '.cft une dSSienddle complette , on aura 
<Ç - 

X^dic — * g^ une diiîëïentielle complétée; ce qui 

^onnéfa ^^^.^^^ _ J^Hl,. Soit •«!/,' 
& on aura'|<^i/«— ^i/^'une dififérëntièlle complette j 



^ fCUi 



d^^ "" — "tIt»' tfoiil^Qn tirera y', 6e par c©n- 
£qiienc »^ 

3«. Si rfir — $-.eff telle que <^« %-.^ o foit 

ahtégrable, aiory oo trouvera d'abord Û , telle <jue fî<f*-.- 
%^ - fera intégrable j enfuite faifant G</;t— ^|X_ 

»</«•, on a^rjr -~ d-Ui t^S- întégrable ; donc fai- 

ftn« -S"** ^> o« ««a AVf -^-î^ ou hdu^qdx, 

îhtégrable î donc on aura ^^p^d^'^V,, Ce cas 

revient à celui de r«t. iS,n".3, 

ai.Si-^ + -^«oeftintégrable,-^^,^ 

rH«» = o leièra audi., « écarat tout ce qu'on voudra ;: 
car alors on pourra trouver uoe quantité G, telle que 
^dX. — %^dx fera int(^grablej donc (art. 18, "**• 3»X 

on pourra intégrer -^-h-^H,«=t,o,«étant tout 
m qu'on voudra.. 

- 22.Soit-~l— h-i^-+.^^=o, on paropofe d^^ 
teouver fv 

Ayant fuppofé y.=»»%- c<?mmç dans l'art;:. 17,- 00 ^nrj^ 

^.âx "^"TP"*".^ ^°* équation qui fe réduit à ceUe 
'de l'art. 18, & qui ^eya j)ar pçnféqucnt iatégrable àiq» 
Ifes wâmeacaç»-' ••.--; T 
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Pe-là fit de larticle.précédent, il s'enfuit que'fi d^-^,- 

-^^«=o eft intëgrable, dç^J^l-^i;,ç^oU.{e< 
ta auffi; car la queftion fe réduira à intëgjrer -j^ +• 

grable ; par jconféqpient aufli -^ -4- -^^ '^ ° » P*"îï 

» Vf 

CQnféquent awifi ( article précédent. ) —^ — ^"dT' *** 

a?. Soit -4— -t— ^r^-l-« = o.î X &-» étant dçs. 
fpnâions données dex Sc^i foit fuppofé ^a==.ft^'î on au- 

•Soît donc propofée rëquation ^ + — ^y — h^^; 

ri- î === o^ on prendra d'abord .^ H- ' ^.^ - «=» ft ^^ 

équation qu on peut intégrer dans un grand nombre 
de cas par Taix. 22 ; enfuite oh fera «as/ir; ôc ayant 

intégré Téquation -r^~ H- ^ , ^ 4-iig=a^ lorfque ce}^ 
fera poffible^ on prendra ^jj^'ss— ^^ 

24. De-la & des articles 21 & 22 > il s'enfuit que 
* T^+TT-»"" eft in^g^Ie,-^+^5■^;; 
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St'Hr'— o, le fera auffi, ^ & r étant fuppofés tout 

ce qu'on voudra ; car fi -^ 4- -h^ = o eft inté- 

grable^-^ "*" "^^T" = ** ^é fera auffi (art. aa )î fie 

7|r-H-^^7-H-<»=o le fera de même {ièid. ) Donc, &c. 

2;. Soit propofé de trouver q dans l'équation •^\- -H 

-5^-+"-^; — »-AyH-~j^ = oi$,.Ç,x, tétant 

des fon£Uons de « & de /. ' 

Faifons d'abord q = Xh , JT étant une fonaion de 

^ , & 9 une fonaion de / , & nous aurons ^'^/'^ •+• 

--j^ ^^ j/ — h\XU ^TT-'^oi ou bien 

Cela pofé, voici les cas où .l'équation donnée eft in-- 
tégrabie. 

"a(J. Soit ^^■r,X' ,k = T".X', TyT" étant des 
fonaioris.de >,.& X' une fonaion, de Jifj & foient de 

T' dd ' ' 

plus A & ^ des fonaions dé x ,- on fupppfera , -^ 

J^= ^. 9; «c-i^-H 4;^H-x. Jr+^JT. 

'^ ' ^ O ; .intégrant ^nc ces detu .équations difiérentiçli 
Opufc, MatA. Tom. IF". H h 



34Ô ^È C HIE RCnr ' ^, ■' 

De-Iàfic-aelWcle.précéd- ^,;i^'^« poffibk;, 

-i=-l-.«=o eft intéer»- y^y. ^ . 

«î / ,K^^iiS3XiX& Af & on au» 

U- . !:0^'^i ^ ^T'"X'^ -.alors o» 



'^"' î^9> âc dans ce casj ^ devra tow? 



<^ 



z:^^^ /ôii£libn de jk. 

^^o^aûèz que la <z>nftante arbîcraîre jf peut 

/^^jtffidre les équations plus (impies; par exemple 

^^c =^BX' y alors fatTant A=-—B, les équa- 

^ ie ^article atf fe fimplifieroient. Il ea ferolt de 

^e dans le cas de l'art, ay, fi T" étoit confiant;: 

^ en fâîTast A^s:^T" y Téquatioii en fe xédnifoft: 

^-ïr^-*"-7? — ^- 

ap. Soit^=o,A=o, on «"^ ^^. - * ■ ^ J Ht 
se; doncâKknt >& confiant^ les deux équatîOBi; 
feront--;--— «^6, êc-j- — h ^+-!/J:X'=ra^ 

Au lefte il eft évident que la foluoKin de l'article a jr 
sTeft pas générale^ -ptùrqu^He ne pieuc avoir lieu (ardr 



1 
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icle 26 &C. fiiiv. ) que dans ceitaines fuppoûtions fur les 
«râleurs de ^, Ç , a , >t, 

30. En général foit comme dans l'art. 25" ,- , \ — ■+• 



fia . kidi\ . ddU . Idur . Kidtt . 



4^-*--^-H^f + ^-Hr = o;6cfoît,= 
Jr.ô+«', on aura (-^— h ii£--f.A JT) Ô 4- Xx 

A «' -4» — — ^ ^, » as o ; d'où l'on voit que fi « ' doit être 
une fcnâîon de ^ ^ il faudra ^ pour parvenir à Tinté- 

gratîon, que r^^ôc Alefoientauffi, "-jr-^^-JTr^^^* 
alors égaux à zéro > & que (i z^' doit être une fonûion 
<îe /, il faudra que v, ^, A & it le foient auffi. Dans 

le premier cas, on fiippofera . *^^ + ^ '^ ^x^/j^ 
rE=o; & le refte comme dans larticle 26. Dans le fé- 
cond cas on fuppofera -^-^ — ^- A. «' -H — j ^ -H* y= o; 

& le refte comme dans larticle 27 y en obfervant de 
faire X'=^i ^ puîfque ^ , it & A doivent être des fonc- 
tions de 1; 

3.. SoU l?-*-^/f-t- j^f il ' XI' "■>> « «^ 
^ étant des fondions de ;v ^ ^ 5 uae contante quel- 
conque. 

Hhit 
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On fuppofera ^«ATa-t- — ^ — 



X"dJu ,- ^ 






ta on aura 



i6r 



» 



4" 



'~dir- 

IXdu 

dx 
X.dX' du 



X"^ddu 
dx* 



, ficc. 



'Jx 



ddq 



uddX 



xdudX 



dx* 



dx' 



dx* 
dud*X 



dxi 



KX'ddu 
dx* 

r^dX" ddtt 



KX'iiu 



dx ' dx* 
Xddu 



dx* 
xddu 



dX''¥ 



dx* 



X>diu 



dxi **'"■ ■ dxi 
ddu d*X" xdiudX* 



hddq 
dt* 



dx* ' dx* 
bXddu 



¥ 



X'd^u 



dx* 
bX'd^ u 



dx* 

bX"d^u 



On aura donc 

XdX , ddX 



dxdt^j ' ' dx*dt* 



dx 







JT^'E H-C Jr'-»-—n— -*-— ..r- •+— -v-^ =0, 

On voit donc qu'on a toujours ime équadon de plus 
qu'il n'y a d'indéterminées JT, iT', X", Car les équa- 

XPd^ u . hX'diu 



tions 



dxi 



+ 



bd* 



dxdt 



u . bd*u 



■f- 



d*u 
dx*' 
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6=^:0^ réfultent de Téquation -—^ — I — 7-7— îs= ; fie 

cette dernière réfulte de la troifiéme des équations ci^. 
deffus. 

52. H eft vîfible que Ç & ^ doivent avoir héceflaîre- 
ment une certaine relation entr eux , pour que la folu-* 
tion précédente foit poflible ; puifqu il y a une équa« 
tion de trop pour déterminer les inconnues Xy X\X\ 

33. Soit g = 5;c-S C= <^^- S X^w^AT^i Jr'«a 
10x^^'\X*'^Ex^'''-y &c. 
on aura 
B^Cp^p^p — i) = o* 

DB^CA-^CD.{p^\)-\-±Ap^D.{p^\)p^o: 
£B'^CD^CE.{p + 2)^2D.{p-i^i)^E.(j,^i)^ 

(/-H2) = 04 

EC^2E.{p-i-2) = o. 

Telles font les équations de Condition par lefquelîcs 
on pourra déterminer Ay D^ E^pi B &l C étant fup- 
pofés données ; & il eft clair qu'on peut poufler ces 
équations à Tinfinî , comme on le va voir* 

54, En effet, fi on ajoute un quatrième terme -^^^^ 

à la valeur de ^ , il faudra laiffer fubfifter les trois pre- 
mières équations de l'article 51, 6c la quatrième de- 
viendra 

on en aura de plus une cinquième qui fera X'"^ -H 



a:|tf R E C HZnCRES 

En géaéïd fl on a p(Ka dernière éqnadon X'Ç-f? 

-i^ . s= o > & qu'on scoute à la valeur de ^ ua 

terme de plus - -^ ^,^, , on confervcra (à Texcep- 

tton de la dermerc) tontes les équaiiom da cas précé- 
dent^ où la vaietar de q avoit un terme de moins; £c 
au lieu de la dermere on aura ces deax«d 

Nous n'avons pas befoin d avertir qulci JT', JT'^V 
ne défîgnent point des piiiflances de X ^ mais feulement 
différentes fondions de jc 

3^. En continuant le calcul de l'article $} > Ac fai* 
iant le coefficient de b dernière ^équation égal à aefo^ 
on aura Tun des cocfficîeiil =fe= — *(/>-+•/»— a) j m 
étant le nombre des équatioils dC m — * i oà^ dâs cOëf« 
ficiens; par exemple dons Tart. 35 ^ on a Caèi-^a(/-4-a)5 
après <luoi on remontera de la dernière équation aux. 
précédentes y |)our trouver les autres coëfiicîens. On peut 
értiployer encore k méthode ftdvàrlte , qui eft même 
plus Ample êc plus ^ômîtiode pat le téfultat qu'elle 
fournit, r 

^6. On aura^ par les éqpiadons des articles 55 ôc 34; 

peut fuppofer ^= à tout ce quon veuc^ de comma 



fi iSeiiK -valeuiB cpie f aipj)çtte ^ & /V on çieut <iannec 
aufli deux valeiurs quekqnqiiiej à ^, enfoxtç que X=^ 

^ »-f-p-t- i -t- (p -♦• î ) •> ♦ * -^ "** 

37. Il dt dak qoc ia ferîe fe terminera fi 'Citas: — 2^^ 
ou— 2(/ + j>ott — a (p-+-a ) &C. Ojr foit S^^ej 
on aura/ssT, ou/s=b — C; donc dans le cas dej>s=s i 
îa ferie fe terminera fi C= «n nofmbre pair négatif; 
4c dans le cas de ^«s— C, la ferie fe tewaiatsca û 

/sa + 2/, ou -♦-2JP-I-2, ou-t-^/+2, &C, C'j«ft4- 

■dire fi/tsss mj. nombre pair négatif, «n y coœprcinant 
aero , & par con&quent C un nombre par pofiiif^ 

3S. Dans les ^Sbmndes de l'articfc ^4 , tes déhomî- 
«atseurs font fitcceffivement ( k caufe de ^-«a— C) 

C-^.(/ H- 1 )% — C-*-!(/-H*)S — C-h (/ -h 3fr , &C. 
Or dans, le cas: de /ss r, ces déiaominateurs ne peu- 
vemt êtpesss o , parce q«e C eft égal à un 'nombre pair 
n^arif^ & dans le cas de/>= à un xiombre pair négatif, 
& de C=s — p^ on aura en génârai le dénominateur 
*=/ +(/-+-«)?=«y/-J- 2 /»/>•+-/■+-« mi & pottr qije 
cette quantité fôt égale|à zéro,. il fàttdioit que l'on eût 

^^ -. »r— -^ ± — !lLîi±i>_^ Or dans cette équâ- 

-^on & quantité -raâic^e potmok être évidcsnosene eesi- 
menfiirable ^ donc / étant fuppofé^ un nombre négatif, 
léquation j^ounolt &voic lieu } ce qai leâreindroit la 
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méthode. Ceft un point que je l^iffe, quant à préfent J 

à examiner à d'autres Analyftes. 

3P, Si § & ^ font telles que l'équation -j^ -H 
_iA^-+- ç X= o foit intégrable, toutes les autres le 

dx 

feront aufli ; car chacune de ces équations, abftra£Uon 

faite de la dernière j fe réduira ^-j^ — ^^~dx *" 

^ X' 4- S s= o , S étant une fonûlon de x ; or nous 
avons prouvé ailleurs que dès que l'équation -^— r- Ht 

_^''^_-t-?y = o eft intégrable , elle l'eft encore en. y 

dx '^ ' 

ajoutant une fon£lion quelconque de x, 

40. Pan§ cette hypoth^fe en faifant X'=Xj jr''=X, 
toutes les équations ferqnt vraies; car on aura par-tout 

Or foit Ç Xh — ^ , ■■ =g9> on auraj en fubftituant pour 

i^ fa valeur — -K^i — ^dâns Tautre équation ^ %XX^^ 

^dX^ XddX ^^^ Soit X=/rc/p'^Sonau- 

djç* dx* 

ra, çn fubftituant fiç réduifant, ^ •+- -— — .y^'=o; & 
^«ç^a/; donc |=« + -^.+.-^.,Donc tou- 

tçs les fois que $ fera =5: — — ^^^^ — ^'^•^ ^ ^^^^ 

tout 
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tout ce quon voudra, on pourra fuppofer \;=^X{u^ 

-1 \ — , ^ y &c.) On pourra même fuppofer fimple- 

ment x=Xuy car alors XJy JT', &c. dans Tart. 31, pourront 
être = G. On pourra encore fuppofer :(; Amplement s=5 

ou — r— : — ^ &c. & amfi du refte. 



41. Si ^=5 0, les équations deviendront plus fimples. 
Or c'eft ce qui arrivera dans le cas de l'équation • ^ ^ -h 

42. Dans ce cas de $«=0, les équations en X ^ X'^^ fe- 
ront toujours intégrables; mais il faudra toujours que Ç 
foit affujetti à certaines conditions y parce qu on a une 
équation de plus qu il n eft néceflaire. 

43. Puifquon fuppofe ici ^ = 0, foit fi = o dans 
Jarticle 33^ & 4 = ^'^'~S ^ ^^ ^^^^ comme dans 
cet article 33 ; on aura /^=o, ou C=— y-H i ,^== 
^ tout ce quon voudra, X^^ A-^Ax"^ — ^\ la ferie 
des coëfficiens fe terminera (art. 37. ) fi C eft = à un 
nombre pair négatif; ou bien fi C= i — jp' eft égal 
à — 2/>' — 2 F , f étant un nombre entier pofitif ; c eft- 
à-dire, fi ^ eft égal .à un nombre impair négatif. 

44. Dans ce cas de if =0, les dénominateurs de lani- 
cle 35 feront par ordre (/-H 1 Y , [p'-^^Yy (/^'^3)*; 
Ac on n a point à craindre le cas où ces dénominateurs 
fer oient égaux à zéro, excepté celui, de /?'=— i, parce 
que toutes les. fois q»ie .tout autre dénominateur fera 
Opujc. Math. Tom. IF'. I i 
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= o ^ le numérateur précédent aura été =« o, 6c la ferler 
aura été terminée ; p v exemple ^fîy = — 3, & que 
par conféquent le dénominateur de F foie = o ^ le numé- 
rateur de E aura été Dx ( — C-^ 2/' — ^ ) = (à eau- 
fe de C=i— /)Dx(-^//— 5)=o;flclorfqueron* 
/>'= — I > / étant oas o 5 il n y aura quà faire ^=0 ^ 
& D égal à tout ce qu ©n voudra* 

4y»Sji on a -^— ^^ — | — jjf^^\ = o^ \ étant «ne 

fonélion quelconque de ^ & de /, & ^ une confiante; 
cette équation eft toujours intégrable ; car foit 

dA^sBx ikdx^ f dt 

dB=^^ dx^ f dt; 
on aura donc ju + ^f^-X^ o; & par conféquent 
faudra intégrer les quantités ndx^^fdt^ àc 9dx^, 

• — ^^ ; problême que nous avons réfolu ailleurs^ 

45. Toutes les fois qu on pourra réduire Téquation ^^-|^ 

-f^^ -^ j H — T— ^ = à la forme — ^r-i — -K 

dx* dx dt* dx* 

hddr 

—j^ — *==<=>> par la méthode de lart, 3^5 précédent jj; 

alors _fi on a ^+ i^+ J^ +J^1l^^^,~ 

on n'aura qu'à fuppofer , par exemple , ^ssXtt-H 

—j' "+■ — T— ; — » & la propofée fe réduira à la forme 

/* ^. rfrfw . hddu' X'd^tt bX"d*u 



r 
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i» • r- ddu bddii ^ .' ' u ' xr 

foit eniuite~j h— i;^ =Ajônatifa--5= — hXA-*- 

* a=fe ô ; donc le problême fe réduit à déterminer 

X par cette dernière équation ; & on remarquâfa que 
quand même ^ renfermeroit t^ cela fie içauroît nuire 
% fintégjration de cette dernière équation ^ car comme 

cette équation ne renferme ni -j-— ni--^— ,il faitdra> 

dans l'intégration y regarder / comme confiant^ ôc fe 
fouvenir feiâement que les conikntes qu on ajoutera en 
intégrant^ pourront être des fondions dé /• Il ed aitfé 
d'étendre cette méthode plus loin^ en pteûaitt une plti& 
longue fuite pour la valeur de q. 

. 47* Soient df^;r -f-C ^t 

deux différentielles complettes, 

. Soit J^i^cL dX'^CdTij otf aura ,^ -+■ —j^^ = 

H — -, — î OU j^y ^ - — — ^• 



~rt — "^^dT ? ^^ ^b^^^d^^ — dt^ ' 

ou 4^î Jl^^^J^x^Jf-^ O. Or cette 

i/o?» <//» ^•*' Xdx 

équation retombe dans les cas des articles 2p ôc 41. 
48. Soi.4^H- 4^ = 0. «n aura-^^ 

* dx dt^ ^^ 

^ ^y-^ := O. Soït dx^^-Zds, oft aura ^(-^^) "H 
'X^'Zd^, : ^f^ • ==0; otfefïfâifattt</f<îôftftânt, -^^ — 

T • •• 
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4P. Donc fi Xeft tel qu'on puiffe fuppofer. X. 2* s= ^^ 
f étant une conftante, cette équation retombe dans un: 
des cas précédens (art. zp àc ^t y. 

$0. Donc fi JT = 5Ar", il faudra prendre dx^^As^dsl 
de manière (5[ue (^-*- 1 ) « H- 2^=0. Car alors on auj» 

* = ————» S f=Asf^ X= — ; — ^ , & pai: 

P-*-' ' (p-i-t)' . *^ 

conféquent JTX» = • ^"^, x yf » = à une conûante: 
En général pour que X*,X=if il fauc.queVJTssa 

"T* ~"7« — ' ''^ — ^I — > on aura la 

valeur de j en x, & par conféquent celle de x ca si 
Donc on trouvera au moins par une confiruâion géomér 
trique la valeur de 2 pour chaque *.. 

foit fuppofé q=X^u y oa aura 



A</</f . iuXMd . %bduXd^ biXJJa 



"^ rf/» "^ <£/» "** </*• "^ 77»" 
. Hdq _. XuXJd , xdu.Xi 

^ir'^'^—rt — »- — 27 — =^- 



Donc pour que l'équation fe réduife à 



ddu 
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•fr-— y — = o , il faudra que Ion ait 



rf/» ^^ dx 



idX , UX 

dx^ dx 

bddi . Xi/ft 

-SES O.» 



i/r» ^^ dt 
%dX 



\^l,Z^k^ 



dx 

Par le moyen de ces é^quadons.6c 6,t% articles 41 & 
42.^ on déterminera les cas où la propofée feraîntégrable* 

5^2. Si on fuppofoit f = JlB«-H — ^ ^^ i » " 

•+-&C. onpourrok de même par le moyen des différen- 
tes équations de condition qui en réûikeroient > réduire 

la propofée à , " -H — j-^ — =s o : ^nfi il eft vilîblé 

que par ce mx>yen on peut encore étendre la théorie des 
équations différentielles à deux variables^ de lefpéce donc 
il eft quefUon ici^ 

fin du vingt-Jîxiéme Mémoire^ 




*Sé. 




SUPPLÉMENT 

AU MÉMOIRE PRÉCÈDENT. 

\E Mémoire précédent était compofé dès Tannée 
.17^2 ^ 6c ^'en avois dès-lojrs communie]^ ks léfultats 
à quelques habites Mathématiciens. L année fui vante 
17(^3^ le célèbre M. Euler me fît parç^ à Berlin^ de 
phifieurs recherches qu'il avoit faites (ur des problèmes 
Semblables à quelques-uns de ceux q;at m'avoient; occfi* 
pé y & fur d'autres problêmes analogues;, ces iàvantes 
recherches ^ qui ont paru depuis dans les volumes 8^5) 
fie ïo des nouveaux Mémoires de Petej»bouxg^ ont don* 
né lieu à celles qu'on va lire, & où j'ai tâché d*ajouter 
quelque chofe au travail de ce grand Géomètre , fie aux 
méçhodes çxpoféçs dans le Mémoire précédent. 

$^ I. 
Démon/lraiiajt d^urt ifiéàrém^ A calcul intégraL 

i» On fait que fi on a une équation différentielle 
dX'¥*^dy=^Q y n étant une fonûion de iV fie de^. 
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Il faut ^ pour la rendre întégrable , trouver le fadeur M 
de ;c & de ^ par lequel on doit la multiplier* Mais 
perfonne y que je facKe , n a démontré juiqu'ici qu'il eft 
toujours poffible de trouver un tel faQéur ^ ou plutôt 
quil y a toujours une fonftîon M At x ai àtjy ^ ex- 
primable ou algébriquement, ou du moins par les or- 
données d'une furface courbe, laquelle fonâîon J/ ren- 
dra MdX'^Mfidy une différentielle complette. Ceft 
ce que je me propofe de prouver* 

2. Soit dic^<Ldy^=o. Il eft d'abord évident qu'eii 
prenant l'origine des x en A^ {Fig. ip ) & faîfant Aa=y 
dune valeur quelconque à Torigine des Xy on pourra 
tracer , ou imaginer tracée , la ligne courbe a et par plu- 
fieurs points infiniment près lun de l'autre, puifque 

i/ysss , & que Ton aura <* pour chaque x àc 

^ , à mefure qu'on détermine x ècy pour chaque point 
de la courbe , en fuppofant feulement donnés le pre^ 
mier ;r = o , & le premier y=:Aa. 

3. Prenant de même ime autre valeur A^ de y y infini- 
ment peu différente de Aa , on poxirra tracer , ou ima- 
giner tracée, une autre combe ^a' qui aura encore pour 
équation dx^<kdy=^o* 

4* Soit Mdx^fL Mdy = o la différentielle com- 
plette qu'on cherche; l'intégrale de Mdx^ M^dy 
fera = à une conftante b pour la courbe a a, 6c à une 
autre conftante b' pour la courbe a fi!* 

5.Don.c fi on fupj^ofe élevée au point a iiu: le plan 



as6 REÇUE RCHE S 

aAB MVit ligne perpendipulaire ^=^My on aura, \^s, U 
valeur de M' en * à la valem: de M en a en raifooi 
inverfe dp ax/iaf à et'x p^af , puifque o! M' ^^^^='4^^=^ 
^M.ap! en ne faifant varier que y^ 

a^. Soit M" la valeur de Jf en V , on aura , en ne . 
faifant varier que pc ^ 4^''.iz' a=/i^ ^M^^^j» tf 4'î donc 
'M" fera connue,, 

6, Ponç fuppofant -W connue au point tf > Oû con*- 
noîtra M dans tous les point? de la courbe a*> puîf- 
qu elle fera par-tout en raifpn inverfe de ct^« «^ ; pn con- 
noîtra de plus , comme on vient de le voir , la valeur 
de M" tna j par conféquent, en imaginant tracée une 
troifiéme courbe ^ V , on cornioîtra Ja valeur de jW^^en 
chaque point (Je la courbe a"^" , & la yajejir de M"- 
en a^y donc en procédant ainfi de fuite y on voit que 
ia valeur de M fera connue pour quelque valeur que 
ce foit de ;v & de^ ; & que par çonféquent eUe pourra 
être repjréfentée au moins- par Tordonnée dVne fur&ce 
«ourbe répondante à chaque valeur de ;c ftc de^^ 

7, Je xlis, au moins par Iprdopnée dune fur&ce cour- 
be j il pourra en effet arrive^ fouvent que la foijôion 
'^ne fera pas exprimable algébriquement, qupique tou'- 
jours déterminable géométriquement ; comme les racir 
jies réelles dune équation algébrique font toujours dé- 
jterminables & .affignables géométriquement ^ fans qu on 
puiffe xiémpnt^rer qu elles le font toujours algébrique- 
ment. 
j8^ Jl n eu pas étpnnant qupn prçnnç s» point. ^ la 

quantité 
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-quantité M arbitrairement; en effet ^ cette quantité M 
a une infinité de valeurs poffibles î car foit , par txtm- 
ple,^;r«4-i(y = o, M peut être = à telle fonûion 
qu'on voudra de x -4-^ ; & àinfî des autres cas. En 
général û i^dx ^tfkdyr eft.intégtable:^ .fie =93 ^£*/^.^ V 
étant une fonâion de ;r ôc de j^; on aura {^dx^^^ 
f <^dy)(pF' intégrable > (p ^ étant une fonâion quelcon* 
^ue de /^. Donc Jtfcssrç^, ce qui donne une infi-* 
aité de valeurs de M^ au point a^ lorfque ;v = o. 
. f. Ayaitt trouvé que la fonâion jlfexifte toujours^- 
U s'agit maintenant den trouver lexpreflion^ lorfque 
la chofe eft pollible. C eft l'objet du problême fuivant. 
qui na point encore^ ce me femble^ été réfolu d'une 
manière au(fi générale qu'il pouvoit l'être. 

10. Ayant une équaiion diff^renfielle du premier or-- 
4rt ^;r-Hctd[^s=o, dont on connoijfe P intégrale y trou^ 
tisr ia fonâion de x éC dey par laquelle il faut la mulr 
tfplier pour la rendre une fonâion intégrable de x 6C 

. . Solmion. Soîtfooâ.^5csA(i^,t)^^OJ^Û- \y^r=^{^3K)f 
M à^ X, étant deux nouvelles indéterminées ^ & 9(2f>t)^ 
A(uy^) des fonâions connues de ^ £cde :(.• Soiten-r 
iiuite l'équation transformée ôt intégrable ( au moiiis^ pajc 
quadratures ) f^du zs^Zd:^; il eft évident, que par le$ 
ys^thodes connues, pour faire évanopir .les ipdétermiT 
nées dans les équations ^ on trouvera une . valeur lit 
. péaire de x^ 6c une. de :^ en ;r & en yi fubftituant ce$ 
yaleurs dans f^du=^Zd:(^y on aura Mdx^Atdyci^oi 
Oj>ufc.Math.Iom.ir. Kk' 
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équation dans laquefle -jj- eft =*, ôc ckns laqueUer- 

j^ eft 3= à une fondîon connue de x 6C6&jy^ Cetca 
quantité M eft; la fotiâion cberché«r 

1 1. Si au lieu de u £c de tr^^ ^^^^< (f ai ^^ akoF 
il faii(koit faire c*=^ iy c^ =s^s y ai meccre dans p^duooi 
Zi/^^an lieu de it 6c :^ leurs valeurs en Iog«/ &:log#,r^ 
£c ce cas fe réduiroit au précédant.. 

I â. Si les équations enx ^a^^y è^j^^Uy x. n ëccienr 
pas algébriques; alors il faudroit au moins toi^urs fixp- 
pofer qu'on eût^ par une furface courbe^ la valeur de 
jr en tf ^ :(^ ^ de par une autre fusface courbe k valeur 
de j< en 1^^ ^^ Oa aura donc la valeur àt du ai celle 
de dx,tndxydj^yX ^ j^y Uy ^^ y doTïc mettant ces valeurs* 
dans Vdu^=^Zd^y on aura la dîfiérentielle complette 
Mdx-JhNdy^s=zOy dans laquelle M è^N (trovkt à» 
fondions àt x^yyUy Xr Or on pourra chafler aifé- 
ment ôc :^ des quantités M & N. Gar puifqu on m 
une équation entre Xy », x, ( '^* ) & quon a une autre 
tntBt yyuàiTiy donc prenant uài\^ volonté dans dut-- 
cune des deux fiirfaces courbes y mais de manitre que w 
foit.la même dans chacune ^ & ^ aufli la même y on aura; 
jr & ^ correipondantes à 1^ & à :^. Donc on pourra* 
former deux nouvelles (urfiices courbes dont les coor-^ 
données feront ùy Xyy,ài x^y ;iP,^«.Z>onc ùSiTi feront 
données en;r 6c >^,& par conféquenr aufli jlfâc^ en x 
*c en jK» Par cette méthode, ou par celle des deux articles 
précédens y on réfoudra aîfément tous les cas poflîblesv 



DE CALCUL INTE'GRAL a;^ 

I. IL 

Del' intégration dtcerttdnts différtnùdUs yr^fets ^ pof 
U mqpen des concUtions données de ces d^éreatielUs, 

i.Soît *X(/«-t^^lVy une dii^ehtielle complette, 
X & y étant des fondions donn^ de x & de^, « 
«ne.fon£Uon inconnue de ;r & de j/, & ^ une quantité 
telle qu'il y ait entre *& y une équauon donnée j on 
demande de détexminer «. 

Il eft vifible que l'int^^le fera «.fXdpe + qJTdy — 
rintégrale de dafXdx^dgJTdy}^ donc dfs.fXdx-\-> 
dqpTdy doit être une différentielle complette ; or com- 
me il y a , par l*hypoAèfe , une équation donnée entre 
« & ^ , il eft aifé de voir qu'on pourra conflruiic la 
courbe à laquelle appartient cette équation, & on aura 
iq=^pd«.,pixAViX. une quantité connue en «, ou du 
moins donnée par les tangentes de cette courbe j foie 
à0ïiCd9.fXdx-»i-dqfTdy =-dit{fXdx-^pjYdy^) =« 
rda., il eft clair que r^n fera une différentielle com- 
plette , & qu ainH r fera une fonâîon quelconque de 
«t qu'on peut fiippofer telle qu'on voudra , '& donnée 
par équation ou conftru£tion de courbe j on aura donc 
fXdx-\-pJYdy=r. D'où il eft aifé de tirer par équa- 
tion ou par «johflxuûion d'une furface courbe à crois 
variables , l'équation entre <i , jr,^. 

. a. Soit «.Xdx-i-qTdy^df, on a « jr«..4^î 

ix * 
Kkii 



j 
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q T=s -^ : donc fi on aune équation donnée entre -^^^ 

£c — jr4 — ^ on poxirra trouver la foùBioth f par le ptû- 

blême précédent. 

3.. Lorfque a Xdx -h j l^^jK eft une difiérentielle' 

complette^ on a— j-î^==— ^—uiodicfuppofaittrffs» 

pda} on aura ^J = ^^^> Z' ^i^^t^^t une fonûioû' 

connue de a ; donc fi on propofe de trouver une quanti^ 

té / telle que-py— ==—y^;^> -R étant une fonâîoa 

donnée de / , on pourra réfoudre ce problême en cherr 
chant une différentielle complette fXdx-^/Ydy^ 

telle que ~~«=i5- 

' 4. Soit ( et X-+- ct'JT' H- ft' Jr"*5 &c.. ) i/';^ 4- (y T-H- 
jr' r' -t- ^'' T' , &c. ) ^j^ une diifFérentielle propofée ^ X^ 
X'y X" y &c. étant dès fonaîons de x y- Y y Y' y T' y Ôcc 
des fondions de ^ ;- & 0L y ^\ q^ 4y4' > ^^* ^^ 
fondions connues dé * ; il eff vifible qu!on pourra trou-^ 
ver Fîhtéjgrale- par une. méthode jfemblable à celle du. 
problème précédent; 

j^Eh général foit A ( *, x) d:x-\r <P C<^yy) dy ime 
différentielle complette y^ Tintégrale fera T\<iyX ) — fdit 

JS^ + n ( . ,>) -/J. ''"^>^>; =iibune dift 
«tè,JeHe complet* ; donc ilLS^+ iÈ^^ija. 
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doit être une fonSion de «. Faifanc donc cette quan- 
tité, s= a tf > c eft-à-dîre , à une fondion de a quelcon- 
qur^ on aura la valeux de <» en; x. &. en j^.* 
, (Jv Puisque ijip A ( a^j«) -+-^r( ot,^ ) cfl întégrable ;i 
(oit A(flt, ;if) = P} r (<t,^) = Ç; on aura donc (t=^ 
S (P, ;v) = 4( Q> J^ ) > donc s*il y a une équation quel-- 
conque entre une foddioa de P^ Xyi^ une fbnûion^ 
de (^yy y on pourra trouver l'intégrale»- 

7, Dans Thypothèfe précédente, que' A {^yoc) dx" 
^dy^ (ityjy) foit une diflFérentîelle Compiefte , on aurf 

-^^S («iJ/) î donc (i oxv cherche une fbnûixm /> die 

;r ôc dé y y teUe que ^ g (/, ,. ^ )'=*-?|" ^ ( / > ^)5 

cm peut trouver cette foaâioa/ par le moyen du problér 
me précédent; 

8* Comme A (« , Jt y & ^ C* > y) peuvent n'être pas^ 
ei^rîmés algébriquement dans la différentielle de lar^ 
ticle ; y & que d'ailleurs quand elles le feroient y les: 
différentielles dxA{^^x&i ^>^^ (et, j/) peuvent aêtre 
pas intégrables algébriquement ^ ibic f^dx^crdy lat 
proposée,, y ayant une équation donnée quelconque^ 
(. conftruâible au moins par une furface courbe ) en^ 
txe fydiyXy &C une autre entre <r^^; donc/ÎX (;(i^x)dx 
eft r== à Taire de la courbe dont rabfciffe e& x 6& 
Itoxdonaée fi ceft*à-:dire égale ï »,f y moia» Tii); 



j 
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' tégrale de ^^ /^^^^/^^^ qui ^^d^f^^.Ot 

-j^(e trouve pu la foucangente de la courbe donc 

les coordonnées font et & f, en faifânt varier « fie /^ 
& prenant •;r conftant ; la queftton fe réduira donc à in- 

y— ^-JLdoit être «=à une fon£lîon de a prife à volonté 

que j'appelle Tôt; par cette dernière équation^ connoiA* 
fant (L tx, X y on connoîtra^; car connoî0ant a en x ^ 

on aura f Ôc f - ^ ^ 5 & on aura déplus Tôt, qui eft 

une fonilion arbitraire de et. Par conféquenton connoîtta 

J j > donc il n'y a qu à pœndfe fur U courbe con* 

nue dont les coordonnées Tttonxy îc --^ ^Y^fcittey 

telle que J— ^-^ ait la valeur trouvée. On confiruira 

par ce moyen k furfàce courbe <piî a pour indéterminéet 
«)*>>'> P*' conféquent on aura « en j)f 6c en^ ; donc 
on aura f , dès que x tijr feront données , & pi^ con» 
iëquent auffi r; de connoiffant f & •-, on auni iinté« 
gale de f i/*-t-*/y; puifque pdif'^94y eft iùppofée 
une diâërendeUe complette^ 

9.Soit Pdpf-^qjy^d^f & df^^^Kld» 
♦(«, ^)«+'<<>' r(«,^)3, enforte que P« A ^♦(«,jt) , 
le C«* A ^r (*,>), /r-éttnt l'incégnle de Pd^-^ 
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Qdyi a tÛ vîfible qa'oîi aura^2-p.Mt/;r<p(«t^x)-H 

X^T (dLyj^); donc cette dernière quantité doîc.étre une 
diili^rentieUe complettie > or dans ce câ$ noiis avons fait 
voir pkis haut (art. 5.} commenf on trouve 4 i donc 

©n aura «, & par conféquene — pr-, fie ^. 

ïo.Soîitencore A(a,;t)=f yon aura «=r(/,;t}^ 
êc 9(<t^jy) =5=g t rCf > *Ôr^ > Donc fi on a une quan^ 
tîté fdx'+'ff((y qui doive être une différentielle com- 
plette^f étant une fonâîoa înconntie & cherchée de 
X àc dtjr^ Se ff étant une fonûion donnée dejK> ât 
d'une fbn£tionr quelconque donnée de / & de ;r; om 
pourra trouver Kntégrale^ 

ï I . Il rfeff pas riéceffaire que cr foït une fonûion al- 
gébrique de j^ & d'une fonSion de / & de ;v, il fuf^ 
fît qu'il y ait une furface courbe qui donne la fonâioa 
de p & de x que j appelle a ^ fit une autre furiace courbe^ 
qui donne la fbnâion de ^ fit de « ^ que nous avons- 
fuppofée a; ceft-à-dire^ deux furfaces courbes dont Tune 
folt exprimée par une équation entre p^ x 6i a^ Fautre 
par une équation entrej^^o- fie a: ce qui revient au cas dt^ 
Farticle 8 précédentr 

larPuifque dx£i{dL^x)^dy^(A^ y)eû intégra* 
i>le^ donc dx A(<i^x)-^cLd^ efi intégrable j ox en 

luppofànt dxA(0i>,x)'i^tLdj^s=^d^ y on acts=r--JLj 
doiic fi-j~-«BÇ C*>";rO( ^^ î^*' trouver Vkaéff^ 
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1 3. Donc (ij^<p{*,j')'hAiix eft intégabk par U. 

tnême raifoni 6c par conféquent -7^=* *pC•^>-^)• 
l4. Donc <ixA{Ayx)'^<i^^<p{*,x) l'dlauffi; carfoit 
f (ct,;r)=*', onaura <is=r(*',;if), «c JxV(<t',x)-^ 
^dy intégrable, ce qui revient au ca# de l'article 12». 
? j . Par la même raifon </ ^ A ( *,^ ) -H '(j' <P ( * j^') eft 
auifiintégrable, car fi on fait A (a, >') = «', on aura 
îa difiërentieUe/<»V;rH-ûfyr(ot',j^), qui eft aifément 
întégrable ( art. 1 5 ),. 

i5.Sj on a «.{udx-\'kdy)-¥ q{r dx-\-s dy)xpMt 
dîfFérentiellg exa^, ^ étant une fonÛion donnée de 9e Ôc 
de^, le rapport de «ta y étant donné par une équa- 
tion ou une çpnftru£lion dç courbe, & u.dx-^kdy, 
rdx-irsdy ita^it de? différentielles «ôraplettes ; il eft vi- 
fible qu'on pojirra trouver ot, par une méthode femblablç 
^ celle des articles i ôc 4. 

J7, Si on fait ety4-yra=- ,'* - S «•k'^qs^s^—j- % 

^^ '"•'^ J '* \^^ '—<SU)i OC «s=* 



^ sd 
\ d» 



dy 
rd 



-— /^ ^ " ^ :{us'- — A: r ) ; donc C on a une équa* 

Ix dy y ^ * 

tioi) ^dconque donnée entre les quantités (-7— -^ 

udx^kdy étant une difF^rentielIe complexe ^ ain(i 
4ue rdx'^sd^ y on pourra trouver «. 
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i8. Si udx^kdy 6c rdx^sdy ne font pas in- 
t^grables , mais peuvent être rendues telles , en les mul- 
tipliant lune par A y l'autre par ju ; on prouvera de la 
même manière que tii,{udx^kdy)''\^q{rdx^sdy) 

fera intégrable ^ s'il y a une équation donnée entre — 

& -^. Or puifque ( hyp. ) on a une équation entre q^ 

x^y y une entre -x^ ^>JK^ & une entre /«, x^y^ donc 
on aura une équation entre i^ ^q y A ; 6c comme on a de 

plus une équation entre — & — ^ il s'enfuit qu'on 

pourra encore faire difparoître une de ces quantités, en- 

forte qu'on aura, par exemple , ime équation entre , 

ip.Soit Pdx-^Q^dy xitiè différentielle propofée; ^ 
fon intégrale , & foit P=<p(/^, at) ; Q == A ( /^, at) ; on 
aura, en chaffant Xy une équation entre ^^ P ^ Q* 
Or dans ce cas on aura, par la fuppofitîon , dy=dxx 
^ { ^> ^ ) ■+- ^^ ^ ( ^^ ^ ) î quantité intégrable par les mér 
thodes précédentes (art. 14.). Il faudra feulement obfer- 
ver qu'après avoir trouvé f^ par la condition que le 
fécond membre de l'équation précédente foit intégrable, 
cette quantité f^±_ une confiante doit fe trouver égale 
à l'intégrale de ce fécond membre. Cette condition eft 
effentielle pour completter la folution. 

no. Soit Pt=, (P(/^, Ar),Q = A {f^yy)i on intégrera 
Pfujc. MatL Tom. IF'. L 1 
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comme dans Tarticle précédent^ 6c avec les mêmes con- 
ditions. Il faudra employer ici les méthodes des articlas 
; Ôc 8 ^ comme on a employé dans l'article précédent 
la méthode de larticle 14. 

21.11 eft aifé devoir que {xdyJ^ydx)^A eft în- 
tégrable , puifqu il n y a qu'à prendre « = à une fon£don 
quelconque de xy^ Donc fi on fuppofe que cette dif- 
férentielle foit repréfentée ^zi Pdx-^Q^dy ^ on aura 

p =jf (p d ; Qajr 9 « y donc on a ^' C — ) = <p^ ( )• 

Donc fi on a cette équation de condition entre PyQ^f 
on pourra trouver l'intégrale ; on remarquera de même 
que {xdy-^-ydx)x^y^<p<it. eft intégrabîe; donc on 
aura P=>^^**^ot,^=;r^-*'(pot; donc <p'(Py"^"")» 

22. Il eft encore aifé de voir que {mdx^xirdy)^^ 
eft intégrabîe, fi ~- = J^ >; donc on aura P« • * bs^aisi 
Çtir-S donc fi (p'(P«--0=<P'(Ç^'^')> &quen même- 
temps -^ — =-^ — y on pourra trouver rintégrale« 

23. Quand même ù^dx^istdx ne feroît pas inté- 
grabîe , il fufEra qu il puifie être rendu tel en le mul- 
tipliant par €i y fonûion de ;c & de ^ ; car alors oA 

aura {» Siâx-^vt £idy) -^ — intégrabîe j donc il fiiu- 
dra fiûre « Û dx-^v Cidy^ss^d ^-^^).Donc A(*,>') 
s=* —~~ » donc Si A {x,y ) s=s f «} donc a eft une fonc- 
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rion du produit de ii ôt de l'intégrale de éO.dx-^cùQ.dy; 
donc fi Ion a (p\P <^^')—'^'\<lvr-') ^ TiHtégration eft 
poflible ^ toutes les fois que (idx-^wfdy=^o fera înté- 
grable; ou ce qui revient au même> toutes les fois que 
la quantité « Jjc-4-trû(x poiurra être rendue une dif- 
férentielle cofnplette. 

24. Quand au lieu de ^ a 5 on aiuroit <p{^ yX^y) y il 
eft aifé de voir que la folution feroit toujours la même^ 
a étant fuppofée inconnue ; car on trouveroit toujours 
a; il faut feulement remarquer que (p{^yX,j^) doit 
être égal k (p{dLyK)y K étant l'intégrale dt ctdx-h'trdj^f 
Ci cêJx^ntJj^ cû une différentielle complette; & que 
fi mdx^mJy neft point dans ce cas, (p(^yXyj^) 

doit être «--Î^^-^^.K étant rinrè^^^ t^adx^ 

2S.S6it dr^PJx^Qdj^y Q:=r'P'^<pxTj^idonQ 
dr=^Pdx^f^^P'-(pxTyi foit P=F'RlyRy & l 
étant des indéterminées , & k étant fuppofé confiant, oti 
aura dF= ^^ R^dx-^^''^^'^ dyR'^l'^tpxTy'y Coït 
^ŒA-t-itm y cette équation donnera d'abord la valeur de 

ky enfuite on aura-^^- =-R$i^-hê'"(p^<rrj^-^'"; 

foit ^"*= — ^—i on aura i?^t/;c-t*JÎ'"^rj^unequan- 

<^x 
ûté intégrable; donc âRflixA-mR"^^' iRfdyVy 
fera intégrable ; donc (SjK=zJ^dx-^mK^~^fdyTy\ 
^onc R fera donnée e« * 6c^, & par conféqueSt /^ 
ainfi que P & O. 

^ - Llij 
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ad. Soit encore Çss=sP*<p^A*r^; on aiira df^i=a 
Fdx -^P^dy <p ^A X Tjk; foit P = £ifi/^)R^, on 
aura dr=A'{^R^dx'^A'{fyR'^(pP'^"'Ax Tydy: 
foit ^'^Ax=^i, A'{r) = A'{rT<^F, ou A'(^)== 

{(pF) ^-rn .;onaura -^^j^^^Rldx-^-BrdyVy ^ qui 

fe réduit au cas précédent, 

:27.Soit {obdx-^ fdy)(^it'+'dx Ù.X'^-dyTy une 
différentielle complette y œ dx-^p dy étant une difFé- 
rentîelle complette, ou qui peut être rendue telle; i! 
eft aifé , par les méthodes données ci - deffus ( art. 22 
6c 23 ) de déterminer cpot; or ce cas donnera «Çct-+- 
A ^ = P; P (pfli-H rj/5= Ç ; donc ( a"0 ( ^— A ;v)=/>-' 
(Q — r>^); donc aufli (p[P (»-^ — A ;v («"') 3=3 
^ CÇp" ' — ^ y ( P"' )] > donc on pourra trouver P & Ç, 
fi on a à-la-fois Fdx-^-Q^^dy une différentielle com- 
plette, & mdx^fdy une différentielle complette, ou 
.quon puifTe rendre telle, & fi de plus on a entre P, 
(2, tf , /), l'équation^ quon vient de voir. 

a.%.SQ\t{(ÊdX'^rpdy)(!f^'--\'Bt»rdx l^x-\-G<»P'dyTyr 
une différentielle complette , (ùdx-\*fdy étant une dif^ 
férentielle complette; on trouvera a par une méthode 
femblable à celle des art. i & 4. Cela pofé on aura les 
équations »<pûcH-jBot'"A ^=P,- p<pot.4-<?ût'"r^ = Çî 
donc j5»"'ct'»A;if— <?/> — » a'«ry=Pû)— ' — Qp — s 

donc «"'sxs-^ — - — —^ ; donc on aura (p^ot» 
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^ [(-J^TI^^ç^ ^^; 1^ équations 6,(p ^Hr 

jB et* A x=^P y & p (p fliH- <? <*'« r^ = Q y donnent aûffi 
® « = ^ ^ —=• — —j égalant donc ces deux valeurs 

de çetj on aura l'équation de condition entre Py Qi 
^y Py qui rendra Pdx'+'Qdjy intégrable^ dans Thy- 
pothèfe que adx-h p dy. le foît. 

2p. Si dans Tarticle 23 du Mémoire précédent^ y eft 
une fonâiôn de ;f ^ ainfi que ^, on pourra Amplifier 
la folution, en faifant :(^' = j&-+-<r9, p & tr ét^t des 
fondions inconnues de x , & 8 une fonâion de ;t & 

de ty aufli inconnue; ce qui donnera ,^ '^ ^^ * ^^ 
-~-T— 1 ^ -H; $ -H <^£ S-+- F = o ; on fera enfuîte 

a ^ a t 



tf ?=îo; ce qui donnera ;)& <t : enfin on fera d^-=Adx-\^ 
Bdt\ ce qui donnera yf= — \By & par conféquent 
B dt — xBdx fera une différentielle complette ; donc 
fi di — \dx=iO peut être intégré, enforte que l'inté- 
grale foit ©«=ra,onaura6Œaç(®X Car Bdt — B^dx:=t 

B 

B{dt'-'Kdx)^=^-Y'{kdi — k\dx)y k étant la quan- 
tité par laquelle il faut multiplier dt--^7\,dx pour là 
rendre intégrable; donc fi l'intégrale de kdt — kxdx 

efl 0, on aura ^©==-7—^/, & par conféquent G=a 

ç(©). Jeme fuis km de cette méthode dans un Mé* 



2^o RECHERCHES 

moire envoyé à rAcadémie de Berlin, pour réfoudr* 

le problême des Tautochrones, 

S. IIL 

De Vintégraûon de quelques équadons différemielles. 

I. Soit dd{ /^t'^")'= t ^^^S -^ ^^^^ ^^ coëflScienc 
confiant quelconque, & x^dx étant fuppofé confiant; 
faifdns ;r"=^ , par conféquent qdx confiant } fôit qdxs=^ 

dty fie on aura jq dx=^t =^— r — î donc x =5 

[(/2-Hi)0"*' î donc ^=;ip"== [(«4-1 )/]«-^' } donc 
^(a?</(î.[(«-Hi)/] «-^'y=?. [(/>-»- 00"^' ^'^î donc 

H 

fi Ton Aippofe tC('5f"+'i)^3 «^-^^ss^^onaura^^/^as» 

«[('?'+• ï )'] "■*" ^^ ; équadon intégrable lorfqu en fai- 
fant uaB^c^^^^y on aura une transformée ^{dp+/>pdi)=^ 

E(iï-hi)^] «-^^ , qui tombe dans le cas de Ricati, 
a. Donc l'équation propofée fera intégrable toute$ 

les fois que n fera tel que-^^^^^^ fera = ^~^^ — . u 

étant un nombre entier pofitif ; ce qui arrivera toutes 
Jes fois que n fera =îi à un nombre pair quelconque 

pofitif ou négatif; car on aurji — — =- — - — ; d'où 
3, L'équation ^t/(^ç:r*)=rr:^x'-V^» ^c M, Paniel 
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Bernoulli a intégrée dans les Mémoires de TÂcadémie 
de 17^2 y page 472^ par une méthode affez laborieufë 
& affez peu dîreSe , quoîqu'ingénieufe y n'eft comme 
on le voit^ quuji cas particulier de notre méthode* 

4. Soit encore Téquation à intégrer dd(Ax^x^)sm 
^ix^'^^dx^ y ofldx étant fuppofé confiant* 

Puifque 9fidx eft confiant, donc faifant ^dx^=^dt 

confiant, on aura Ara=[( y H- 1 )/]'?**"; ^^==[(y-H 

1)/] î^^ diy^dd{A:ii{q^i)t'] î^i J ^ :(^ C(y'+" 

ï)/] î^^ x[(^-Hi),/) tf+» û^/^; faiûntdonc iZii'^ 

i)/]g-*-i =^Uy on aura Addu=^u\^{q^ i)t^ f-^« . 
$. Donc Téquation fera intégrable toutes les fois que 

y u étant un nombre entier pofî- 
5-^^ a/Aj± I * 



p — n — q —-4/* 



tif. Donc fi on fait/>+y=A*, on aura* 



— 4/A 



(f.Donc fi onzdd{Ai:>^)^*=^ix^dxy n &c â: étant 
fuppofées données , on trouvera toujoius un nombre 9 
tel qu*en fuppofant x^dx confiant, Féquation fera iu- 
tégrable ; ce nombre q étant trouvé ^ on aura k=p^q^ 
fyip=sk — q. 

7* Soit dd:i^A^dx^dx^^Bkidjc^^O\ài :fdx 
confiant , on aura , en faifant 9fdx = i/r , .;r b=^ [ (r-t« 



-r 



\\)t1'7^\dx^l{x^\)tp^ dti ôc dii'-¥ Al{,r^, 
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p-r ?-f 

i)tJ^*^cftdi'hB:i[ir-i-i)t2 "•*• ^/»«=o. Soit donc 
^^çfuii^ on aura </«-htt«<A-t--«4C('"*"0^3 '*' «</'H- 
j5[(r+ i)r]"ï^î^r-i/i=o. Soit / = *"J -*-/*, on aura 

p-r p-r T-f. 

^t+ ~ ^- 5 ( r-4- 1 ) "^^ r 'rvr) <// = o î qui fera int^ 
grable dans deux cas ; i®. fi on a ^ — i = 2 A: =* ^ 4- 

1 ) 7^= o. 2". Si les termes où s fe trouve au premier 
degré fe détruifent , & que Tequation reftante tombe 
dans le cas de Ricati. 

8. Soit propo£ée à intégrer cette équation |y" -H 
_0„^^..-. jjÇ^^ , g, ; & * étant des fonc- 

jions de ^f 

Faifant ^ = cfp^% on aura ^ ^- ^/>'-«4- Jt (^-H 

^^ j = o ^ équation qui eft réduite au premier degré. 
Soit 5 pour plus de fimpliclté, $==o> Ç=?=^^S 6ç 
^=:;v':^^ on aura ^;v'''"^^"*î:t.'"*"" <^^ + ^^''^?."+* 
krx^^\d^^k x''''x^^dx=o ; donc pour (jue Téquatiqn 

Ondrri, ^ i^r-^idy ^ f i^ intégrable , Ç étant 
■^^«'j il faudra j ou que m — w=^ 1 , ou que r— i = 

'■ ' ^. 
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^« Si dans Téquation propofée i^ neft pas sbo^ on 
pourra trouver de même les différens cas où elle fera 
intégrable y en cherchant les cas (f intégrabilité de Téqua* 

don ^ -hÇ/"*"'-H^ (-7^ •*•//) = ©• ^^ exemple , 

fi m--^nsss2y k^=^t,^ Aofi y fie f=aSJr''^ cette der- 
nière équation difiërendelle tombera dans le cas de Ri- 
cati y 6c ainfi du refte« 

10. Soxtyx^dx^aoedy-^ ^ '^ ■H — ^'" /^ 

^emOydx étant fuppofé confiant; fie a^ ^^ c^ des coëffi- 
ciens donnés : on multipliera cette équation par Ax^; ce 

qiii donnera Ay^^^^dx-^Aax^^^dy^Ab^^^-—— -H 

— -j — :^ŒB o ; eniuite on y ajoutera ( ce qui nen 

changera pointla valeur) l'équation ^-^Bx^dy^Bx^dy — 

Ae^m-^p) ——:L^Ac{m^p)x ^^ ^ 

SB= o> où tous les termes fe détruifent par des fignes con. 
traires^ fie ouïe dermer terme -H ^-^ =^ 

/Icsf^'^P d^ y 
«ft tel qu'il eft néceffaîre pour que --j—^ — — +i 

Acifn^f^)xj^^v-^d^y ^ ^^.^ ^^ différentieUe complet- 

te 5 qui étant intégrée y fera difparoître le 1/^ j^ ; or U 
eft viHble que cette équation s abbaifFerà à être du fe* 
cpnd oiàtt y au lieu du troifiéme y fi les autres termes 
fopt tels qu'ils ptiiffent être intégrés de- même ^ ceft- 
Qpufç. matfh Tom, IV. M m 
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à-dire, fi on a 

k — i = j.+-/7, 

Aax^^f±B^^ ou.ce qui eftla'^xnêmp chofe^ 

AB{q -H/>)^î-« — Ac (mH-/)Xw4T/?— .1 );r'«--*=;a 

Aax^'^Bx^'^\ 

Ce qui donne différentes combînaîfons : car on peut 

fuppofer y-|-^=o; — A€{m-^p){m-^p — i )~=3 

AajrBy & m — 2K=irc=^*+- 1 ; 

ou bien {m-k-p) (m-+-/— i)^=o; ce qui donnera ^œ>^/»5 

ou bien encore /;=— m-f- 1 ; & de plus Ab{q^p)^=^ 

Aa±^B; y=r-+-i =,r-h:2 ; 

ou bien y — i==m---2;r==j-Hiî^(^rH/}=*=^c(/w-f'jp)x 

(m'+'p — i)î & ^aa=+^ B ; 

ou bien ^-— i ==r; ^(y+'/^)=3a>m— 3=3=sj;w/cx 

{mH-/?)(m-4-/? — I ) 5==T iB; 

ou bien ^=^-^2; A6{4^p)=:^Bi ni'^i^rj; 

^-ci^m-^p) {m^p — i) = ai 

Ces difFéreraes combînaîfons produiront diifércns réful^ 
tats dont nous kiffons le détaUau Leâeur, nous con- 
tentant d'ôbferver que le problême réfolu par M. Jean 
Bernouili'dms le Tome 13 des anciens Mémoires de 
Petersbourg , neft quun cas particulier, de celui-ci, 

ddv 

II. Uéquation intégrée fera donc -/f c^"'*^-~j 



dx^ 



ASx^''f^^Ac(mrhp)x'^''^-'^^J^ 



J^^^^\m^p)x^^ — ^ 



«^ •*-/>-**.» 
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issfCyC étant une confiante acbitraire. 

12. Si on fuppofe C=oi m=q^j ; Téquarion la- 
térale fe fimplîfiera beaucoup) & fera Acx^ ^ - -+- 

peut fe réduire à cette forme — ^ — — -H^;^"' ^, ^ 

+ Fyx'^^dx =o , laquelle fe réduit aifément à là fox- 
Ttxs.ii{^Ax.^''\=^^.dx intégrée ci-deffus (artidetf) 
da«i^ certaines hypothèfes; on connoîtra donc Ifes cas 
•u féquation propofée el! imégral>Ie« 

De* Vintégranon de quelqius quaniités, différentielles a 
• une fente variable y par la reSificadon des Seâions 
coniques. 

1% Soit propofé de réduire à la reÛificatioados feâipnf 

coniques la difTérentielle ^^^y.Jcy/^j^y^E) >^i 
Cy DyE étant des confiantes quelconques* 

2. Soludon. Puifque le terme qui devoit contenir^? 
'dans le radical^ ell évanoui^ on fuppofera la quantité 
gui eft fous le figne radical = {my^i^^nry^'p) x 

{/*r^ ^^^•^"*"^^* feifant ei\Aûte mjry-^^uy 

Mmij 
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5. Cela pofé , la transformée eft "^f / { 

or ^ en Aibftituant pour y tutly leurs, valeurs eh ^ > on 
trouve. 1*. 

<y ^> _- 

_ £i j 

a^î--*- i^[(»/*l -*-«»)* -»-(>> — jt)(»ftmj — a»»»)»] 

4^ D'où l'on voit I^ que ~ f^ ,, -. 

s^intégrera par des arcs de (èâions coniques^ ce qiû a 
été déjà prouvé d'une autre manière dans les Mémoires 
de Berlin de 17^6, pages 222 & 225. 2^ Qu'en fubP 

tituant la valeur de vy dans ^^ — i^LJL L_^ 

la transformée fera compofée de diâérens termes donc 
ime parde fera réduâible en £raâions rationnelles y (6c 

dont l'autre fe réduira à l'intégration de r*<''»^^)' ^ 

5. Soit nx,"-^ mssiu ^ (6c on aura pour transformée 
du 
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«lulaplié par --h J!__x(fy--^»--ym)i 

d'où il eft aifé de voir que la propofée fe réduit à la 

reâificadon des feâions coniques, & à l'intégration de 

du 

f^Cu-hm).yi(nu-t-%nmy^ 4mm» np^qu'^qm)l 

mulaphé pai— K-i_^+-t_l.+-.-j_.. 

<f . Maintenant , fuivant la méthode que yû expofée 
dans les Mémoires de Berlin de 1748 y pages 247 flc 
fuivantes, foit prife la di£S^rentieIle de iri^(tt-i-m)x 

v^[;(^"-*-agm)*-»- ' » -""" -{M/' — ^»— fw)], on trou- 

vera par cette méthode quelle dépend de la reûifîca* 

tion des fechons coniques £c de f — ^ — ; — — : 

_.Ji!^^...±îî^y m par k difiérentîeUe 

«Tu 

■' ■ " ■ 

»*'(«+»»).v'[(»iH-»ii»»)»-»— i2^i— (/*^ — «u~ïm)3 

7. D'où il eft aifé de voir que la quantité dont il nous 
tefte à chercher l'intégration^ dépend de la re£lificadon 

des féOions coniques ; donc viAr-^Cy-^Dy^E) ' 
dépend de la reâificatîon des fe£dons coniques; ainiS 
* <? 
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la reûification des fe£Hons coniques fl <? == — ~-; Côt 
fàifant évanouir le terme £yi > ta traâsformée fera 

p. Par la même raifon, puifque la quantité différentielle 
M4>^W^-H3B^»^^^>O^^H-Z>^^)^ eftintégrable, 

^ que (^j'4f^-*-^^^^-i-/Vy):/(4>^-+-i?r'-+- 

0'»-f-Z>r-+-i?) cft réduSible il des arcs de feaionf 
coniques^ U eft clair (juen fai£mt ^AM-=^L, iBM±. 
H=P, D±,F^K, la différentielle iLyUy-^ 

V[Ay^-^ Byi -f. Cy ^ Dy + £ ) fer^ ïéduaible à des 
arcs de fedîans coniques. 

lo. Puifque , . , ^y? u =— eftréduaiWeà 

des arcs de feftions coniques , il s enfuit > i®*.quen faifant 

v = z^-S y. ^ ^f'^r^\ — ^ dtréduaîbleà 

4e tel» arcs; comme nous avons vu (Mém. dç Berlin j 

• .i748,pag.ap)que ^,^^^^^^,^^^,^ -rétoitaufru 

' ^*», Soit prife la différence de «V(w^-H5*-l-Ci»»-+-i>«3-4- 

Ex* ) j on la trouvera égale à . / ^ ^' ' ^ f Vi ^ — 
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1^Enfuppofanti>==o,/>:=-i, .^^^a^:^^^,. ^^^, 
dépend des difl^rentidles ,/t^A^rilc»^ ' ^E^ - y ^ 
yiA^Èx%c1c''hÉx*) > C€ft-à-dire , <ie4a teaificàdon 
des feaions coniques & de- ^^^^^g/^*^^,^^^,^ j 
B^ En fuppofant 5= o , & / = — i , la différentielle 

"/çA^ Cx^ù ^'^Èx^) ^^^ réduôible à des'xircs dfe 
ferions coniques , puifqu elle dépend des différentielles 
^* o- dx 

qui toutes deux font rédu£tibles à de tels arcs. 

1 1. Soit appelle Q le radical ^■,.,_^.' . ^, . v ^r^« 
on trouvera facilement 

X* 6 a xi 6ax* 6 a.* 

fi de fuite. 

i^.jD'o& il eft aifé ^ç oondiure- • : ' ; ■ - 
que 4^ dépend dé ?^*9'^^*j;^'^9^^. . 



Qdx 4^ j » / ^ %lhQd*—Ae€Qix \ 



a 
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13. De»là on tirera les équations de condiûon qwî 
rendent une quantité quelconque -^r-^ intégrable pat 
la feule reaificadpn des feâions coniques; (avoir , 5=o; 

^fssOf fi ^ = ^; & ainfi de fiûte. 

14. Il me femble que le Père Ricçati fe trompe quand 

il avance dans fes Opufcules que *(''-*''*'^)*^ dx^nfir 

*!»)» (<»-»■«*')", </;r(m+«;r)*(tf-»-tf*î) », s'inté- 
grent toi^ours par la reâifiçacion des feâions coniques^ 
% Se r étant des nombres entiers Çx. impairs quelcon- 
ques ; il faut 4 comme je l'ai prouvé (Mém. de Berlin ^ 
174.6) qu'en &ifant m'\-nx = x.> ^ enfuite q^esa—», 
on ait une réduitç de çetçç forme, ^ifidu(g-+^fifirt 

Au-^6ui )~% p étant entier pofitif ou ^= 9. Ponc daps 

le premier cas il fiiuc que — a •+• -^ -^ -*7- «=/»* dans 

le fécond que -^a— -rj- .in« -^ as=/», ce qui ne fe peut ; 

dans le troifiéme que -^ a, — -L-(,_li!l,3ss/»/IePerè 

Riccatî croit q\i'en £df^ m^^mx^sF^y^ on réduit; la 
* ' différentielle 
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r 

'différentielle du premier cas à --2Lj±/ZL>Z1j en quoi il 

fe trompe évidemriient ; il en eft de même des deux - 
ajatres cas ^ que le Père Riccati croit mal-à-propos être 
intégrables par des arcs de ferions coniques. . 

I y. Nous avons détaillé dans les Mémoires de Ber- 
lin de 1748^ page 25*5^ i* VI ^ les cas où la difiéreii-* 
tielle:(^îi/:(.(^-H/:5^'")" eft rédudible à des arcs de fec- 
tions coniques î on trouvera de même fort aifément les 
cas où x^ d x^c^fof'^qx'-^y ^^ réduÛible à des arcs 

'de ieâions coniques ; car en faifant A-HXx^»?.*^ on 
réduira aifément la propofée à une quantité de cette 

forme ( a-h *:5:* )' x ^* " * ^t ( ^ ■*- P I * y '' • ^onc fi 
les difFérens termes de cette transformée peuvent fe ré- 
duire à une des formes Tf^^xk ^ -H/^")" réduûibles à 
des arcs de ferions coniques ^ la propofée fera réduc- 
tible à ces mêmes arcs* De plus en faifant 's(^^=^v} y\à, 

)1±LZL 

Ce qui la rend encore plus iimple ; & par conféquent 
plus aifément réduâible (fi elle peut Têtre) aux arcs dont 
il s'agit. 

i5. On peut mettre encore la quantité ^dx^e^^r 

JxTH-gr^^y fous cette forme x^'^'^^x^^^ dx x [-^-h 

(B^Cx'yyi & fuppofant y^H-(5-4-C;r^)»=^", on 

aura ;r's=i^H-i^(of+.C:j^"), ôch propofée fe changera 

en une quantité de cette forme t*"^" ' ^ x ( J^+ VC *4- 

Opufç.Maik. Tm. If^. N n 
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gyM\ \^""^'*''' î donc fi ^-^^ eft un nombre entîef 

pofitif , on trouvera aifément les cas oà cette différen- 
tielle peut être réduite à k forme x^^li^^f^T» ^^ 
expofans ayant les conditions néceJîaires pour qu on pui^ 
le intégrer par des arcs de ieâions coniques* 

Tin du vingt'Jixiénte Mémoin. 




VINGT-SEPT" MÉMOIRE. 

Extraits de Lettres fur le Calcul des probabilités ^ 
& fur les Calculs rçlatifs d Vlnoçulmon. 



i. I. Sur le Calcul des probabilités^ 
i. Vous ditçs, Monfieur, que h formule ^^"T&f ^ 

dont JQ vous ai parlé dans une lettre précédente { V. cî- 
ddTus^ pag. 82. ) ne denneroit pas le fort du Joueur, J'en 
fuis perfuadé^ 6c j'ai même averti que je ne la donnois pas 
pour exafte; il eft en effet a\fé de voir qu elle ne left pas^ 
puîfquen faifant;K = o^ on trouveroit t.= ^5 quand 
ménie q ne feroit pas =* o > ce qui feroît évidemment 
trop fort : car la mife ç^ du Joueur ne doit pas éae égale 
à la fomme x qu il peut gagner ^ s'il y a des coups qui 
ne lui doivent procurer aucun gain, Audi nai-je parlé 
de cette formule que pour faire voir combien il eft fiicile 
de fe tromper en c^tt matière : car ne feroît-il pas 
naturel de penfer qu après le Jeu , edui qui a déjà mn 
au jeu la fomme t > ne doit plus donner ^ en cas qu^il 
perde ^ que la fomme ^-^t/ ^^ ^^ ^^^ P*s vrai ? 
a. Vous me direz peut-être que je dois ^ jwtf la même 
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raifon me défier de mes, principes fur cette matîert y 
auflî ne les ài-je propofés que comme des douties que 
je foumets au jugement des Mathématiciens^ mais à 
k vérité des Mathématiciens habiles , qui feront en mê- 
me-temps Philofôphes, 6c qui ne croiront pas m'avair ré- 
futé en me répétant mal ce qu on trouve dans tous le» 
livres fur Tanalyfe des jeux. 

3. Je croirai du moins être en droit de regarder mes 
principes comme auflî bons que les principes reçus ^ 
tgnt quon ne donnera pas , d'après ces derniers princi^ 
pes , une folution nette & fatisfaifante du problême très-- 
clair & très - frniple propofé dans le Tome V de^ Mé- 
moires de Petersbourg* Je. connoîs jufqu a préfent cinq 
à iîx folution$ au naoins de ce problème^ dont pas une 
ne s'accorde avec les autres, & dont aucune ne me? 
paroît fatisfaifante ; & je demande fi ce peu daccord ^ner 
marque pas l'infuiHfance 6c Imexaâitude des, principes 
de lanalyfe des. jeux \ 

4* Je déflrerois audî qu'on s attachât à donner des 
idées plus nettes de ce quon appelle ïejpérance 4es 
Joueurs } à faire bien entendre comment on peut donr 
ner à Xincôrtitudc une valeur précife ôc déterminée^ par 
le calcul, une valeur qui eft une fra6liondela certi- 
tude, quoique métaphyjîqu^ment 6c rigoureufement par- 
lant, la certitude foit, par rapport à la (Impie .probar 
bilité, ce que l'infini eft par rapporta l'unité^. 

j. Il y a près de trente ans que javois formé ces dou- 
tes «fi liiânc rexceUent Ùyre. de Mt BernouUi de Artc 
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'çqnjeâandl; il me fembloit que cette matière avoît bcfoin 
d'être traitée d une manière, plus claire ; je voyois bien 
^^ïejpérance étoit d'autant plus grande^ i® que la 
fomme efpérée étoit plus grande} 2^. que là probable 
lité de gagner Tétoit auffi» Mais je ne voyois pas avec 
la même évidence ^ & je ne le vois pas encore ^ i^. que 
la probabilité foit eftimée exaûement par les méthodes 
tifitées;^^ que quand elle le feroit^ lefpérance doive 
•être proponionnelle à cette probabilité fimple^ plutôt 
qu a xme puiffance ou même à une fonûion de cette 
probabilité} 3®. que quand il y a pluûeurs combinaifons 
,qui donneht difFérens avantages ou difFérens rifques ;, 
( qu'on regarde comme des avantages négatifs) il faille 
fe contenter Rajouter Amplement enfemble toutes les 
ejpérançes pour avoir Xcfpérance totale* Voilà ^ Mon* 
fleur j ce que je défirerois de voir bien éclaircî. 

6. Si quelque chofe étoit capable de fortifier mes 
doutes ^ ce feroient les lettres que j'ai reçues à ce fujec 
deplufîeurs habiles Mathématiciens. L'un convient que 
j'ai eu raifon^ dans^ l'article XVIII de mon dixième 
Mémoire^ de ne compter que trois coups poflîbles(au 
lieu de quatre que Ton compte ordinairement) dans le 
jeu de croipç & pile dont il eft queftion en cet endroit i 
il prétend feulement que ces trois coups ne font pas 
également poffibles, & cela dans la raifon de 7 à^ ôc 
-j. Un autre affure qu'on me donne abfolument gain de 
câufe y dès qu'on avoue qu'il n'y a que trois coups pof^ 
fibles} & qu'aux termes où la queftiûn Te trouve réduite ^ 
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il ne s'agit plus que de compter les combinaîfons pour 
voir (î on les a toutes > & eniuite de faire la fomme de 
celles où figure croix pour en former le fort du Joueur« 
Ce Mathématicien prétend donc qu'il y a réellement 
ici quatre cas ^ fie non pas trois feulement ; & la rai'fon 
qu ir en apporte y c'eft que ce feroit la même choie félon 
lui de jouer à croix ou pile en deux coups avec ime 
feule pièce y ou d y jouer en un feul coup avec deuit 
pièces 9 voUà ce que je nie^ parce que dans ce dernier 
cas ^ la combinaifon qui ameneroit croix éC croix ^ doit 
évidemment entrer en ligne de compte^ puifquil y a 
quatre combinaîfons en tout pour deux pièces jettées 
à-la-fois ; au lieu que dans le premier cas y dès que la 
pièce efl jettèe & qu elle amené croix y il eft auffi inu* 
tile que ridicule de la jetter une féconde fois; car ce 
qui doit en rèfulter^ ne fait abfolument rien au fort des 
Joueurs 'y & eft aufli étranger au jeu que fi l'un des 
Joueurs , au lieu de jetter la pièce une féconde fois y 
Ven alloit à Rome. Ce feroit une puérilité que de dire 
qu'on doit compter le fécond coup lorfque croix eft 
arrivé au premier^ par la raifoa qu'on eft convenu de 
jouer en deux coups ; car convenir de jouer en deux 
coups n efl pas convenir de jouer deux coups y quelque 
chofe qu'il arrive y puifquil feroit illufoire & ridicule 
de jouer le fécond coup y fi croix arrive au premier. Ce 
qui m'étonne y c'eft que de grands Géomètres 'y qu'on 
ne nomme point , ayent pu confondre ces deux cas, 
7« Auffi fîiis-je bien éloigné de croirq avec le cotùr 
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lûun des Analyftes > que. ce foit la même chofe de jetter 
ime pièce en Taîr m fois 4« fuite ^ ou de jetter m pièces 
tout eïifemble une feule fois. L'examen des deux cas 
dont nous venons de parler ^ prouve évidemment la diiFé* 
ïence qui peut en réfulter quant au fort des Joueurs ; 
& d'ailleurs que fait-on ? il eft peut-être plus poflîble^ 
phyfiquement parlant y d'amener à-la*fois le m^e évé- 
nemait lépété ^ que de Tamener fiicccflîvement; d'ame- 
ner croi^ tout*à-la-fois avec dix pièces en un feul jet, 
que de fsunener fucceflivement avec une feule pièce 
jettèe dix fois ; <5omme il eft peut-être plus ppflîble de 
jetter à-la-^foîs <f«n feul coup dix pièces à la même haur 
teur, que d'y Jetter fiiceeffivement dix fois la même 
pièce ; dans le premier cas , c'cft une feule & même 
caufe qui agit à-la-fois pour produire m effets ; dans le 
iecondj c'eft une caufe répétée qui agit fucceflivement 
pour produire m effets fucceffifs. Or il eil peut-être plus 
poffible, toat lerefte étant d'ailleurs égal, que les ef- 
fets foientiemfbls^les dans le premier cas que dans le fé- 
cond ; pw: la taifon que dans le premier cas c*eft une 
caufe unique qui les produit, & que dans le fécond c'efl 
une caufe répétée, qui par cette circonftance même peut 
varier davantage^ Je fais bien quV/z Mathématique on 
iait abffaaaîon, 6c avec raifon , de toutes ces différences 
phyfiqueiaent pofGbles; Ôc cefl: auffi pour cela que les 
deux cas font confîdérés comme étant les mêmes wa- 
4hématiqittmtnt i tnais dans le calcul des combinaifons 
appliquées aux^événemens/'^xy^^*^^ ^ i^^\i de bien dif^ 
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, tinguer ee qui eft pliyfiquement poffible d avec ce 
qui ne Teft pas, peut-être même ce qui left plus d avec 
ce qui left moins ; ôc c'eft une attention qu on na pas • 
affez faite jufqu a pnéfent dans lanalyfe des jeux. Une 
autre confidération qui peut fervir à ftiire voir que les 
deux |ç3S dont il s*agit , ne font pas phyfiquement feni'^ 
blables> ceft qu'il eft très polGble ôc même facile de 
produire le même événement en un feu! coup autant 
de fois qv oa voudra ; àc qu'au contraire il eft très-dif^ 
fîcile de le produire en pludeurs coups fuccçlfifs, & 
peut-êw impoffible , fî le nombre des coups eft très^ 
grand, Si jai 200 pièces dans la main, ô(>que je les 
jette en l'air à-la-fois , il eft certain que Tun des deux 
coups croix ou pUâ fe trouvçra au moins cent fois ou 
davantage dans les pièces jettées; ^u lieu que (i on jettoit 
une pièce fueceflivement çn lair cent fois, on joueroît 
peut-être toute l'éternité avant que de produire C7i9i> 
oujpi/â cent fois de fuite. En voilà , je crois , plus qu'il 
ne(^ néçeffairç pour montrer qu'on a eu très-grand tort 
de regarde? les; deux cas dont il s'jgit , çonune étanî - 
parfaitement ôc phyfiquement les mêmes, > 

8. Voici une autre réflexion qui pourra foire voir 
combien il eft aifé de fe méprendre dans la fuppofition 
qu'on fait que tous les cas donnés par les combinaifons 
font également poffibles, Dans le jeu de croix éC pile 
en deux coups dont on vient de parler dans l'article 6 
çi-deffus, (dapr^sle f. XVIII du dixième Mémoire ) 
U eft ççrç^in ôç 4« 1^ plus çrjinde évidence <ju'on ne 

doit 
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doit compter que trois coups ^' croix y jpile éî^ croix ^ 
pile se pile; ^arce qu'en efiec il n y a que ces trois coups 
qui décident de révénement du jeu. Or fi on dit que 
ks trois cas ne font pas également poflîbles (par quel-- 
que raifon que ce puifTe être ) donc^ conclurai*je^ de 
ce que les cas croix y pilé éC croix y pile éC pile font 
ici les cas ( & les trois feiils ) c^ peuvent drriver^ il ne 
s'enfuit pas (yi ils peuvent tous arriver également. Qr fi 
on y prend garde ^ le raifonnement tacite quon fait 
d'après les combinaifons dans le calcul des probabilité 
revient à celui-ci : y> voilà toutes les combinaifons ma^ 
» thématiquement poflibles ; chacune de ces combinai* 
s> fons marque im cas c^ peut arriver j donc chacutt 
a» de ces cas peut arriver comme l'autre i donc tous les 
y^ cdiS peuvent arriver également <k« Au rdle ( & je l'ai déjà 
dit dans le dixième Mémoire, §. XXVI ) fi les trois cas 
croix y pile éC croix y pile éC piUy les feuk qui puifFent 
arriver dans le jeu propofé , ne, font pas également pof- 
iibles y ce n eft point ^ ce me femble , par la raifon qu on 
en apporte communément ^ que la probabilité du pre- 
mier: eft ^y & celle des deux^ autres t >^ t ou ;;. Plus 
j'y penfe , & plus il me paroît que mathématiquement 
.parlant^ ces trois coups font également poflibles^ par 
la raifon que croix ou pile arrivant au fécond coup ^ 
iiippo^e <{Ue pile eft aétèjfairjtmeiit arrivé au premier ^ 
enfoite que le fécond c^s pile SC croix, ainfi que le 
troifiéme cas pile éC pile ne forment cMcun qu'ian feyl 
x»sindiyiduel 6c comôie «afçul coup^ aufii. Unique j axifli 
Opu/cs Math. Tom. IF. O o 
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indivifible que le premier cas croix ^ de par conféquéat 
aufli poÏÏible ; enforte qu'on pourroit mène ne point 
parler de pile arrivant au premier coup^ parce que ce 
cas en entraîne nécefiairemenc un fécond y 6l dire : » if 
ai arrivera Tune de ces trois chofes , ou croix au pie^ 
% mier coup^ ou croix au fécond coup> on pile au ie^ . 
1^ cond coup« Or il n'y a point de raifon potir que luii 
» de ces trois cas arrive pltitôt que lautre ; donc ils font 
% également poilibles ^imdiématiquement parlant ce. S'ils 
tie font pas également poâibles ^ phyfiquement parlant ^ 
c eft peut^tre comme )e l'ai dit y parce que file arri-^ 
vant deux fois de fuite y eft peut-être un peu moins poffi^ 
ble que pile & croix arrivant iiucceflivement. Je ne fais 
fi je me trompe ; nuds vous venez de voir tout-à-l'heure 
Hque des Mathématiciens habiles ne font mdlement d'ac^ 
cord fur la manière de compter les cas dans le ;eu dont 
^il s'agit y âc qu'en réumûant ce qu'ils m'accordent Tua 
^ l'autre y j'aurois abfolument gain de caufe* 

j^. Il y a quelque temps qiûm Joueur me demanda 
en combien de coups ccmdGécutifs on pouvoit parier avec 
avantage d'amener une âice donnée d'un dé^ que j'ap^ 
pellèrai a> les autres étant fixppofées b y Cyd, e yf. Ma 
réponfe à cette queftion^ très^mple & très-facile à réfou. 
'dre^ fut que^ fuivant les réjgles des probabilités ^ fi on 
ijonolttn'n coups^ k probabilité étoit de tf^-^5^*con'- 
tre j* ; de forte qu'on pouvoit parier avec avantage loif- 
que rf»> ax j", c'eft-^à-dire, lorique nssx^^ Ce Joueur 
me répondit que. l'expérience lui avoit paru contraiie 
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à ce réfultat y & quen jouant quatre coups de fuite pour 
amener une face donnée a j il lu étoit arrivé beaucoup 
plus fouvent de gagner que de perdre* Suppoié le fait 
ivrai y peut*étre pourroi^-on en conclure que le peu d ac^ 
cord de l'expérience avec le calcul > vient de ce que 
le calcul eft fondé fur la fauife fuppofition dont nous 
avons déjà parlé y articles tf de 7» Par exemple ^ fi on 
joue en deux coups ^ il y a ^ (uivant ce calcul y onze 
^as pour amener la face a ; au lieu qu il n y en a réel^ 
lement que fix^ favoir a au. premier poup^ après quoi 
le jeu cefle ; ou bien au premier coup fuivi néceflairo- 
ment d un fécond^ ^â:^ ca^ da^ ea^fa. Selon cepria^ 
cipe y le nombre des cas qui amèneront la face a fert 
iH-j-hj^—.H-y"*' S fi on joue ean coups , 6c ce nomi- 

bre =— ^ . Il eft vrai que ce nombre eft toujours 

plus petit ( de plus de la moitié ) que la moitié —- du 

liombre total des cas ^ & quainfî il paroîtroit senfuivre 
de ce calcul qu'on ne peut jamais parier avec avantage 
d'amener la face a en tel nombre de coups qu on vou*- 
dra^ ce qui eft certainement faux. Mais ma réponfe à 
rette objeâion eft celle que j'ai déjà faite à une objecr 
don femblable dans mon dixième Mémoire j art; XXVI^ 
page £5 &: 24 du Tome Q de mes Opufcules ; favoi/: 
qu'il ne faut pas regarder comme aufli pof&bles phy^ 
Jzquement que les autres 5 les cas où le même événe- 
ment fe trouvera répété un certain nombre de f^is d^ 

Ooi) 
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fuite. H eft vrai que la pioportîon des probabilités fera 
en ce cas très*difficile^ & peut-être impolllble à fixer; 
mais peut-être eft-ce la nature de la queftion qui s'y op« 
pefe ; & peut-être eil-ce une chofe aufli difficile que 
dëfîrable y qu une théorie des probabilités qui ferpit fon- 
dée fur des principes fimples & lumineux y 6c qui feroit 
en même-temps parfaitement conforme à l'expérience* 
. 10. Uobjeâion que j ai faite à M. Bernoulli ( pag. Sp ) 
^'après fa théorie de Imclinaifon des orbites des rlane- 
tes^ ell plutôt un argiunent^ comme on dit^ oâhomiiumi 
qu une preuve direûe que j aye voulu apporter en fayeus 
de mon opinion ; car je conviens d'ailleurs que le rair 
fonnement de M. Bernoidli efl peu folide ; il y a cer- 
tainement l'infini contre im à parier que les Planètes ne 
(devroient pas fe trouver dans le même plan ; ce n eft 
pas upe raifon pour en conclure que cette dilpofitîony 
fi elle avoit lieu^ auroit nécefTairement d'autre caufe que 
le hafard ; car il y aiuroit de même l'infini contre un à 
parier que les Planètes pourroient n'avoir pas une cer- 
taine difpofition déterminée à volonté ; cependant on 
n'en concluroit pas que cette difpofidon ne pourroit 
être l'ouvrage du hafard. C'efl pourquoi s'il y a lieu de 
croire que dans le premietixas la difj)ofttion des Planètes 
auroit ime caufe phyfique , c eft uniquement parce que 
dans Tordre de la nature^ (tel au moins qu'il nous eil 
connu) toute uniformité annonce une caufe phyfique; 
iD'eft aufli pour cette raifon que )'ai prétendu que le mê- 
me événement ne pouvoit arriver ^ phyfiquement par-t 
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fent ; un grand nombre de fois de fuite y tant qu on fup- 
pofera les chofes abandonnées au hafard. En effet ^ s'il 
eft phyfiquement auffi poflible que le même événement 
arrive un grand nombre de fois de fuite ^ quil Teft que 
différens événemens fe fuccédent; pourquoi^ depuis que 
le monde exifte y le premier de ces cas y auifi poflible 
quaucim autre pris en particulier, neft-il jamais arrivé? 

1 1. Mais quand j'aurois tort fur ce point, (ce qui me 
paroît difficile à prouver) il nen feroit pas moins cer- 
tain que M. BernouUi devroit ( dans fes principes ) être 
abfolument de mon avis ; en effet, je défire qu'on me 
faffe voir la différence de ces deux raifonnemens-ci : 

Il y a près de i^ooooo à parier contre un , que les 
Planètes , fi elles avoient été jettées au hafard ,. ne fe 
trouveroient pas dans ime zone auffi étroite que cell<t$ 
qu elles occupent* 

Donc cette difpofîtion des Planètes n eft pas l'effet du 
hafard. C efl le raifonnement de M. Bernoulli. 

Voici celui que je fais d'après lui : 

Il y a près de 1500000 à parier contre un, que croix 
narriveroit pas un tel nombre de fois de fuite; 

Donc fi croix arrive en eflfet un tel nombre de fois 
de fuite , ce ne fera pas l'efiet du hafard. 

Donc fi on s en tient au piur hafard, on ne doit pas 
faire entrer en ligne de compte la combinaifon qui feroit 
arriver croix ce. nombre de fois de fuite; 

La parité des deux raifonnemens fuivans fera peut- 
être encore plus firappantet 
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Il y à Tinfini contre un à parier que les Planètes étant 
jetcées au hafard^ ne fe mouvront pas dans un même 
plan« 

Donc n les Planètes fe mouvoient dans un même 
plan > il feroit împoflible ( puifqu'il y auroît Vinfini con- 
tre un ) que cette difpofitioh fut Teffet du hafard ; c'cft 
le raifonnement de M BernoulU. 

Voici maintenant le raifonnement parallèle^; 

Il y a Tinfini contre un à parier que le même coup; 
èroix ovLpi/enzmversi pas une infinité de fois de fuite ^ 
fi on abandonne les coups au hafard. 

Donc fi on s en tient au pur hafard, il eft impoffible 
que croix ou pile arrivent une infinité de fois de fuite. 

Donc on doit fuppofer dans lanalyfe des jeux que 
croix arrivera enfin Bipxhspi/e^ ou pile après croix. 

12. Ces raifonnemens font abfolument les mêmes j 
f avoue encore une fois qu ils ne font pas concluans y & 
que la raifon pour laquelle on doit exclure croix arri* 
vant une infinité où même un grand nombre de fois de 
fuite, ce n eft pas à caufe du peu de probabilité mathé- 
matique ( car chacun des autres coups en particulier n eft 
pas plus probable mathématiquement , 6c cependant il 
faut bien qu il arrive un de ces cas ) ; c'eft parce qua 
le même événement n arrive jamais dans la nature un 
très-graiîd nombre de fois de fiiite. 

13. Nous aurions, je crois, plus de lumières fiir ce 
fujetj fi nous avions plus de connoifiance de la nature; 
ou même feulement plus de faits obfervést. Pour le faire 
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f^ntîr par un exemple frappant^ il eft certain que chaque 
homme ^ pris en particulier ^ peut vivre foixante ans &: 
au*delà ; donc ^ mathématiquement parlant ^ on peut Aip- 
pofer que cent perfonnes nées à-k*fois vivront chacune 
foixante ans & au-delà; puifqu'il ny a point de raifon 
pourquoi chacune de ces perfonnçs^ prife en particulier^ 
moiurroit avant cet âge ; aufli cette conclufion nous paroî- 
troit évidente^ fi l'expérience ne nous avoit appris qud- 
le neft pas vraie ^ 6c que^ phyfiquement parlant y cent 
perfonnes nées enfemble ne fauroient vivre foixante ans 
chacune. Ainfi dans les chofes où lexpérience nous édai* 
re y nous excluons bien des combinaifons qui fans les 
lumières qu elle nous donne ^ nous paroîtroient parfai- 
.tement ^es. Qui nous aHurera qu il n'en feroit pas de 
^même fi nous étions plus éclakés fur le pofiiblef 

14. Pour rendre ceci plus fenfible^ je vais faire en«- 
core deux raifonnemens parallèles comme dans l'art. 1.1 
ci-deflus. 

Soient, tant d'hommes quon voudra a ^^ 6^ ç^d^ &c. 

.qu'on fuppofe nés à*la-fois ; il eft certain que a peut 

vivre cent ans, que b peut vivre au(fi cent ans, & de 

, même de c^ ôcc Donc conclura-t-on, a y by c, dy Ôcç* 

. pris enfemble , pourront vivre chacun cent ans. 

Cette conclufion eft démentie par l'expérience ; elle 
;^ eil parfaitement femblable à celierci : 

Si on jette une pièce en l'air mille fois de fuite, croix 
: peut arriver au premier coup, il peut arriver au ibcoçd 
:au trbifiégie ;.&€•: donc il peut arriver .fncceifiyeii^t 
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au premier ^ au fécond^ au troifiéme y au quatriéttle ^ 6cc«! 
Or je dis que cette féconde conclufion ^ parfaitement fem* 
blable à la précédente ^ pourroît bien être toute auflt 
fauffe ; & que Texpérience qui dément formellement la 
première, rend au moins la féconde très-fufpeac. 

1$. Auffi un très-profond & très-habile Analyfte, qui 
a mieux aimé examiner mes raifonnemens lur cette ma- 
tière, que de les juger légèrement, m'écrit ces propres 
paroles : d je penfe comme vous que le calcul des pro- 
» babilités , dont on a fait tant d'applications , a befoin 
» d'être repris dans fes principes ; car fi dun côté il 
»fuppofe, par exemple, quune fuite très -longue de 
» croix eft auffi poffible quune fuite entremêlée de croix 
i> ôc de pile félon jme loi donnée & de la même lon- 
» gueur , il fuppofe tacitement d'un autre côté que ces 
» différentes fuites arrivent enfin lune après Tautre ; or 
» il me paroît que ces deux principes ne s'accordent 
» pas abfolument ; le fécond paroît être alTez d'accord 
a> avec ce qui fe paffe dans la nature ; mais c*eft peut- 
» être une raîfon pour que le premier n'y foît pas cort- 
» forme ce Ce ràifonnement, qui me paroît auffi folide 
qu'ingénieux , pourroit, étant approfondi ôc développé , 
fournir de nouvelles preuves en faveur de mon fenti- 
" ment. Un autre Mathématicien de la plus grande répu- 
tation & la mieiix méritée, après m'avoif dit que mes 
réflexions fur l'Inoculation , imprimées dans le cinquième 
volume de mes Mélanges de Philofophie, «fpnt pleines 
^de vues & de riéfitexions très-fines- & très-exaâes qui 

» avoieac 
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•» ayoîent échappé à tous ceux qui avoient déjà traité 
> cette matière , & qui la rendent tout-à-fait neuve & 
» intéreflante « ^ ajoute : » à Tégard de vos difficultés fur 
» le calcul des probabilités y je conviens qu elles ont 
» quelque chofe de fort fpécieux qui mérite lattention 
» des Philofophes «. Un autre Ecrivain très-éclairé , qui 
a cultivé les Mathématiques avec fuccès y ôc qui eft con*-* 
nu par un excellent Ouvrage de Philofophie , m'écrit 
au fujet du Tome V de mes Mélanges : » ce que vous 
» dites fur la probabilité eft excellent & très^évident ; 
» lancien calcul des probabilités eft ruiné (a) 6c évidem^ 
»ment fautif; 6c on ne pourra en rétablir un nouveau 
i que quand on aura découvert quelques loix dans ceg 
3» variations de la nature ; mais cela eft-il poflible a ? Ces 
autorités^ qui valent bien y je crois y les décidons qu ba 
m'objeûe y ou qu'on pourroit m'objeâer^ étant jointes 
aux raifons que j ai apponées en faveur de mon opi- 
nion^ prouvent^ ce mefemble^ quelle eft au moins dî-^ 
gne d'être examinée par des Mathématiciens profonds 6c 
Philofophes^ m^s non par ceux qui croiront feulement 
l'être. Je n'ai rien trouvé y non plus que vous^ dans la 
brochure peu connue dont vous m'apprenez l'exiftence^' 
j'y ai feulement vu que l'Auteur n'entend pas comment 
(1 -Ha)' devient •(! -f-a) lorfque/ = 7 ^ 6c comment 

V{ 1 H-^) «ft < « "^•T"' On P^^ i^g^^ P"^^ <1» ^^*^- 

(a) Je n'en demande pas ^c, i beaucoup ptis ; je ne prétends point nufief 
}e cakul des probabSités , je défiie feulement qu^ii Toit éclaifci 6c modifié» 

Opufc.Maih.Tom.ir. ^t 
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Le même Auteur m'apprend encore (pour me prouver que 
)e ne fais ce que c'eflque la vie moyenne) que fi cent per«- 
fonnes prife^ enfemble & nées en même-temps ^ vivent 
a 7 ans lune portant Tautre^ il y en aura environ 44 qui 
vivront lune portant l'autre tfo ans y parce que Hl^ '=4* 
environ } d'où réfulte cette çurieufe conféquence^ que (i 
cent perfonpes vivent 27 ans Tune portant l'autre > 20a 
perfonnes ne vivront que U moitié de 27 ans ; parce que 
^^^= Vi <Hi cç qui eft encore plus merveilleux, queyir 
cent perfonnes qui vivent «7 ans. Tune portant l'autre , ii 
y €n aura 2,09 qui n qn vivront (l'une portant l'autre) que 
la moitié. 

1 6. Lfûifons cela l 6c revenons encore un moment 
à la fimiliçude d'un grand nombre d'événemens fuccefiifs» 
Qn fait qye la durée de trois générations fucceflives ed 
d'environ cent iuxs , 6c que chacune eft de 32 ans à peu 
prèSf 3i l'on fuppofoit cent perfonnes de père en fils ^ 
qui prifes çnfemble doivent vivre 3200 ans , 6c qu'on 
fupposât dans quelque calcul de combinaifon que chacu** 
ne des cent perfonnes vécût exa^ement 32 ans, je deman^ 
dlç (i tous ceux à qui on préfenteroit ce calcul ne rejette-» 
Toient pas , comme contraire à l'expérience, la fuppofî^ 
tion fur laquelle il feroit fondé , quoique dans cette fup-^ 
pofitiQn les cent perfonnes prifes enfemble ne vêcuifen^ 
pa$ davantage que la loi de la nature ne le comporte» 
Or voilà précifément le cas de croix ou pile arrivant 
cent fois de fuite ou davantage. En un mot , tout noys 
fait voir que dans l'ordre des chofes , le même événe^ 
ment n ^ve jamais un très-grand noniibre de foi^. de 
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iuite^ & très-rarement même un petit nombre de fois. Je 
TOUS renvoie fur ce fujet à ce que j ai dit dans mon dixié* 
me Mémoire ^ p. i o , fur le cas de 2 *^*' Joueurs qui jettent 
chacun cent fois de fuite une même ptécé en Tair ; & je 
dis qu on peut parier fans aucun rifque qu'aucun de ces 
Joueurs n amènera cent fois de fuite ni croix ni pile^ 
i7« Encore un mot fur le problème de Peter^ourg« 
Vous dites y Monfieur , que la raifon pour laquelle on 
trouve lenjeu infini ^ c eft la fuppofition taoite qu on &ite 
que lé jeu peiit avoir une durée infinie ^ ce qui n eff 
pas admifliblé^ attendu que la vie des hommes ne dvdà 
qu un temps. Mais que de réponfes a faire h cette objec-^ 
non ? i^. Suppofons deux hommes ^ ou fi vous voulez» 
deux êtres qui doivent vivre réternité^Tobjeâion n'aura 
plus lieu ^ & la Iblution ne vaudra pas mieux qpi atipi^^ 
ravant. 2?. Quand on trouve lenjeu infini^ cela fignifie 
feulement que quelque fomme que Tun dès Joueur» 
donne d'avance à Tautre ^ pour compenfer le rifque que^ 
ce dernier courte il ne donnera jamai» aflfer ; or c'eft-* 
là ce que je prétends abfurde ^ puifqu en fuppoiant que le* 
)eu pût durer feulement vingt ans ^ de qu on jouât un coUp^ 
par féconde^ Fun des J6ueur& devroit donner ime fomme 
exorbitante. 3^« Suppofom que le nombre des coups fbit 
fixé> par exemple^ à cent nïilte; Fenjeu Sôa de yoooo' 
ëcus fiûvaot la ^gb dc&mfe^ âc cepradanir ceux qui ohe* 
propofé ce problènie ^ coifviemiene <^on feroic infenfé- 
de donner feukment 20 écus^ Ce n'eft donc pas l'in* . 
fiQité:(fiippo£ée po^ye)^^de ladui"^ du jeti^ qui rend' 

Ppij 
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ici le réfultat abfurde ^ mais la fuppofition feule que 1 un 
des deux coups arrive conftamment un très-grand nom- 
bre de fois de fuite. 4^. Au lieu de fuppofer que IW 
à^% Joueurs doive donner à l'autre un écu au premier 
coup y deux au fécond y quatre au troifiéme , &c. toutes 
les autres conditions étant d'ailleurs abfolument les mê^ 
mes y fuppofons qu'il doive ne donner qu'un écu à chaque 
coup ; on trouvera qu'alors l'enjeu devra être t-Ht> &<^ 
à l'infini sssi écu ; quoiqu'on fuppofe^ conune dans 
le premier cas ^ que la durée du jeu puiffe être infinie* 
Ce n eft donc pas la durée du jeufuppofée infinie qui 
rend l'enjeu infini ; puifque danis le cas dont nous venons 
de parler ^ l'enjeu n'eft que fini & même peu confidérable; 
i8. Mais ce dernier cas peut fournir contre moi une 
objeâion que perfonne ne m*a faite ^ & qui peut néan- 
moins paroître très-forte. On pourroit dire : » dans le 
3» cas précédent le calcul donne 1 pour la fomme que 
3(r lun des Joueurs doit donner à l'autre avant le jeu ; âc 
3> ce réfultat eft en effet conforme à la raifon : car puif-- 
» que le Joueur qui doit donner cet enjeu , recevra in-i 
}» failliblement de l'autre un écu \ ni plus ni moins ^ quel- 
» que chofe qui arrive ^ il eft clair que pou rendre égaie 
y> la condidon des deux Joueurs^ il doit donner un écu 
2> à l'autre. Or c'eft ce qui ne devroit pas être fuivant 
7> votre manière d'évaluer les probabilités : car la pro- 
3» babilité que l'un des deux coups arrivera un très-grand 
2> nombre de fois de fuite ^ étant nulle y félon vous y la 
» ferie t "H i + 7> &<^* aboutira^ aiprès un certain nonibre 
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*> fini de termes > à zéro abfolu^ & par conféquentle 
» produit de i par cette ferie fera < i «. Je réponds que 
cette ob)eâion> fans me faire changer de fentiment fur 
l-impodibilité phyfique d*un grand nombre d'événemens 
femblables entr'eux y impoflibilité que je crois incontef^ 
table par l'expérience , me rend feulement très-fufpeûe 
' une autre régie du calcul des probabilités^ dont ) ai déjà 
touché un mot (art, y ^ n^. 5 ) & qui confifte a ajouter 
\ti efpérances partielles pour avoir Ye/pérance totale^ En 
' effet ^ fuppofant que le jeu> au lieu d'être dune diurée 
infinie, foit fixé à 1000 coups, on trouve, fuivant la 
régie dont il s'agit , que l'enjeU doit être i x (j' Hh ^ • • • • •+• 

-^000 ) = ix(î jrWr-):?^ ce qui fait un peu 

' moins d'un écu ; or je dis que cet enjeu eft trop foible , 6c 
que comme il eft impoflible félon moi , phyfiquement 
parlant, que l'un des deux coups arrive conftamment 
1000 fois de fuite, il eft impoflible , phyflcfuement par- 
lant, que le Joueur qui doit donner l'enjeu, ne gagne 
pas un écu; que par conféquent c'eft un écu qu'il doit 
donner; qu^ar conféquent fi on fuppofe, comme je 

le fais , la fuite des probabilités ~ , 



4+» ^ 8-He ^ 
&c. l'enjeu doit être plus grand que la fonmie des ef> 

pérances partielles i x 7 -t- 1 x -+- 1 x , 6cc# 

Si deux Joueurs }Ouoient ainfi pendant toute leur vie^ 
en recommençait le jeu après mille coups, & qu'à cha- 
que nouvelle partie^ celui qui doit donner Tenjeu^ don? 
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nât un peu moins doin écu fiiivant la régie ordinaire^' 
je fuis bien Hir qu il gagneroit à ce jeu-là ^ & je ne douce 
pas que tout homme phis raifonnabk que raifonneur ne 
foit en cela de mon avis. Au lieu que fi: deux Joueurs 
jouent un écu à croix & pile en un (ëul coup âc en plù^ 
fleurs parties de fuite ^ & que pour chaq^ coup l'un des 
deux Joueurs donne ^ comme il le doit^ un demi-écu 
à l'autre^ on peut aiTurer avec ceitîmde qu aucun des 
dewc Joueurs ne s enrichira à ce jeu-là. Dans ce dernier > 
cas ( de croix ou pile en un feu! coup ) il n'y a perfonne ^ 
qui lorfque Tenjeu eSt donnée ne parie indifféremment 
poiH: lun des deux Joueurs ; dans le cas de croix ou: 
pilé en mille coups ^ il ny a perfonne qui ne parie pour, 
celui qui a donné ï enjeu d'un peu moins d'un écu. Ce-. 
pendant il faudroit y pour que les régies de Tanalyfe des 
jeux fufïent bonnes fans exception^ que dans tous les. 
cas , lorfque4^j.eu eft fixé & donné entre deux Joueurs^, 
un troiûéme Joueur furvenant , pût parier indifférem- 
ment pour lun ou pour fautre» 

ip. D'ailleurs quand on fuppofe (dans l'objeûion de 
Tartide 17 ) que le jeu peut ne finir jamais ^ et qu'on trou» 
ve par la régie ordinaire im écu pour enjeu dans ce cas- 
là , il eft aifé pour tous ceux qui fe font formé dies idées 
neqies delà fomme des fuites infinies y de voir que cette 
fomme ( un écu ) que l'on trouve par le calcul ^ n'eft pas 
véritablement Fenjeu, mais la limite de fenjeu, c*eft-à* 
dire, que l'enjeu fera trop fort s'il eft cfim écu , & trc^* 
fbible s^il eft au-déflbus ; trop fort, parce qu'il peut ârrix^ 
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ycr , mathématiquement parlant , que le jeu ne finiffe 
jamais^ ^ quainû l'autre Joueur ne donne jamais Técu 
qu il a promis ; trop foible , parce que le nombre des 
coups étant indéfini^ l'enjeu doit être plus fort que fi 
le jeu étoit fixé à un nombre de coups aufli grand qu on 
voudroiL Or je dis qu'il eft abfurde de prétendre que 
l'enjeu puiiTe jamais être trop fort dans ce cas4à^ & de 
le prétendre par la raifon métaphyfîque & idéale , que le 
jeu peut ne jamais finir } il n'y a point de Joueur qui 
balançât > dans le cas dont il ^agit^ a donner fon écu; 
ôc qui ne fut bien fur de le regagner en très -"peu de 
temps. 

20. Vous me demanderez peut-être comment il fe 
peut faire que l'efpérance totale foit plus grande que la 
fomme des efpérances partielles. Je vous répondrai que 
cela vous paroîtra moins paradoxe 5 quand vous ferez 
réflexion qu'on n'a point encore attaché d'idée nette à 
ce qu'on entend par efpérance ^ & à plus forte raifon 
par efpérance pardeUe 8c par ejpérance totale ( Voyez ci- 
defTus ^ artt ; ). Je vois bien qu'un Joueur a d'autant plus 
d'efpérance de gagner qu'il y a plus de cas pour lui^ 
^ l'efpérance de gagner en total une fomme d'autant 
plus forte que chacun de ces cas doit le faire gagner 
davantage \ mais je ne vois pa$ clairement comment cette 
eipérance s'évalue avec précifion par la méthode ordi*- 
naire ^ âc je ne conviendrai jamais que Xejpérance de 
gagner un écu avec la probabilité t 5 1a certitude de 
gagner ? écu arec la probabilité r ( probabilité qui équi^ 
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vaut à la certitude abfolue) & Vejpérance de gagner 
cent mille écus, avec la probabilité voo'ooo > foient éga- 
les entr elles, enforte quun Joueur à qui un de cts forts 
fera échu puifTe le donner pour l'un des deux autres 
indifféremment ; car c eft encore une chofe qu on fup* 
pofe dans lanalyfe des jeux, & félon moi une chofe 
très-Ëtufle , que deux forts qu on trouve égaux par le 
calcul y peuvent être changés lun pour l'autre ; la faut 
fyié de cette fuppofition y faufieté que je crois évidente^ 
eft peut-*être , ainfi que la réflexion qui fe trouve à la 
fin de Tardcle 17, une des plus fortes objeâions quon 
puiffe faire contre les régies reçues de Fanalyfe des jeux» 
2 1. Il me femble que dans cette analyfe on tombe 
dans deux délauts ; i^. on combine enfemble des chofes 
entièrement étr^^ngeres Tune à l'autre ; on confond ïej^ . 
pérance qui dépend Uniquement de la probabilité du 
nombre des coups favorables, avec là/omme efpérie qui 
eft totalement indépendante de cette probabilité , 6c qui 
rend à la vérité le gain plus grand, mais non Vefpérance 
plus grande» S'il y a | de probabilité que je gagnerai 
un écu , Ôc T^Vo^ de probabilité que j'en gagnerai cent 
xniUe ; ïefpérance eft plus grande dans le premier cas ^ 
& la fomme efpérét dans le fécond ; & c'eft confon- 
dre , ce me femble, toutes les idées > que de dire , com- 
me il réfulte des régies de l'analyfe des jeux, que dans 
ces deux cas le fort eft égal. 2^ On compare de plus 
dans cette analyfe des chofes di^arates & incommenr 
fufables ^ là certitude avec la probabilité» Soit 7^ la fom- 
me 
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me que 4oit mettre au jeu celui des deux Joueurs qui 

a de Tavantage y parce qu il a la probabilité — de gagner 

la fomme x; on fait :5^= ; cette équation fuppofe 

tacîtemçnt, ou plutôt il en réfulte, que pour lun des 
Joueurs , poiu: celui qui a mis Tenjeu ^ > la certitude de 
perdre la fomme 15^ eft égale à la prohabilité de gagner 
Ja fomme x ^&i que pour l'autre la certitude de gagner 
cette fomme :^ eft égale à Xz probabilité de perdre la 
fomme x ; d'où Ton conclut que le fore des deux Joueurs 
eft, par ce moyen , devenu égal. Or je nie que la certitude 
de perdre un écu foit égale à la probabilité —-^ de ga- 
gner 1000 écus; je nie aulfi que deux Joueurs, dont 
Fun aura la probabilité rr? de gagner 1000 écus, flc 
Tautre la probabilité H^ d'en gagner ^7^^ ayent un fort 
égal. Cependant qu on y prenne garde , c eft-là ce qu on 
fuppbie tacitement dans le réfultat du calcul des jeux 
de hafard; car voici le faifonnement implicite que Ton 
fait : » foit p le nombre des coups qui font gagner la 
jo fomme x^ p'^q le nombre total des coups , & ç^ Ten- 
s> jeu } la certitude pour le premier Joueur de perdre fon 

» enjeu :ç,, eft égale à la probabilité—^ de gagner la 
D fomme ;r ; & le fort de ce Joueur , qui a la proba- 
^ bilité p de gagner la fomme x — x.% ^ft ^g^^ ^^ ^<^^ 
3» de l'autre Joueur qui a la probabilité q de gagner la 
» fomme x, ^^- Or voilà deux alertions que je nie par 
toutes les raifons rapportées ci-deiTus* Et c eft encore 
Opu/c. Math. Tom. IF. Q q 
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par ces raîfons que j'ai dit ailleurs , qu il n étoîc pas fur* 
prenant qu il pût refter de Tincertitude dans les princi- 
pes dun calcul où Fon fe propofe d'apprécier Fincer- 
titude même^ en la comparant à la certitude qui lui 
eft încommenfurable^ ôc en prétendant modifier cette 
incertitude par la valeiu: de la fomme efpérée. 

22. Je ne dois pas oublier, Monfieur, de vous faire 
faire une obfervation au fujet du mot Conflantinopoli'* 
tanenjihus , qu on trouveront écrit fur une table avec 
des caraûeres dlmprimerie , & du raîfonnement que j*ai 
fait à ce fujet dans le Tome V de mes Mélanges de Fhi-^ 
lofopkiey page «pj & fuiv. Il eft certain que toute per- 
fonne qui trouveront ce mot écrit de la fone , fe tien- 
droit auffi furé que ce ne feroit pas FefFet du hafard, 
qu elle peut être fûre de Fexiftence de la Ville de Rome ; 
6c cependant elle neformeroit ce jugement, que parce 
qu'il fe trouve par hafard une langue dans laquelle ces 
vingt-cinq caraûeres ainfî arrangés forment un fens; sii 
ny avoît aucune langue au monde dans laquelle Conp- 
tantinopolitanenjibus fut un mot , on n héHteroit pas un 
moment à attribuer cet arrangement au hafard* Il y a 
plus : fi le mot écrit avoit très-peu de lettres , comme 
amovy on afTureroit beaucoup moins que cet arran- 
gement ne fût pas dû au hafard ; & s'il n'en avoit que 
deux, comme tt^ on n'affureroit plus abfolument rien* 
Donc puifque nous affurerions fî fermement que le mot 
Conftantinopolitanen/ibus écrit fur une table eft Fouvrage 
d'ime caufe intelligente ; quoique ce mot ne forme ua 
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ièns que par une inftitution arbitraire 6c accidentelle ( 
combien devons-nous être plus portés à afTurer qu ua 
événement qui arrive cent mille fois de fuite n'eft pas 
f effet du hafard f L'expérience nous prouve ^ autant qu il 
eft poflible^ la variété 6c non la reffemblance dans les 
effets fucceffifs de la Natiure : & quand on voudroit ne 
fe pas rendre à cette preuve y on conviendra du moins 
que tout ce que nous voyons, doit nous porter à croire 
que cette variété eft dans la Nature une efpéce de loi , 
& à douter (î la fimilitude des effets fucceffifs n eft pas 
contraire aux combinaifons générales & inconnues qui 
réfultent de la conftitmion de l'Univers ; dès-lors y & 
en reftant même dans f abftradîon & la poffibilité ma* 
thématique, il y a fïirement plus à parier, d après l'ex- 
périence, pour la poiïibilité de la variété, que pour celle 
de la fimilitude. ; 6c il en réfultera du moins, quen tirant 
de lexpérience même des conclufions purement mathé- 
matiques, la variété des événemens fucceffifs eft plus 
poflîble que leiu: fimilitude ; ou , pour s exprimer avec 
plus de précifion , qu'il y a plus à parier pour la première 
que pour la féconde. 

33. En voilà affez , Monfieur , poiu: vous engager à 
penfer à cette queftion. Vous fiipplérez aifément, en 
rapprochant Tune de l'autre toutes mes raifons de dou* 
ter, à f ordre que j'aurois pu y mettre , 6c qui en auroît 
encore augmenté la force. Je ne liiis point furpris que 
le vulgaire des Mathématiciens , accoutumé a rqetter 
tout ce qui fort des idées communes, foit peu difpofé a 
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adopter celle que je propofe ; je conçois même quelles 
pourront paroître étranges à de très-grands Géomètres^ 
iur-tout à ceux qui s'en tenant aux principes ordinaires, 
ne nous ont donné , félon moi y que de mauvaîfes folu-* 
dons du problême du Petersbourg. Mais j efpere auflî 
que mes doutes engageront d*habiles gens fans préjugés 
a approfondir cette matière épineufe, & à lui donner 
le degré d'évidence dont elle peut être fufceptible. 

!24. Pour réfumer en un mot tous mes doutes fur le 
calcul des probabilités, & les mettre fous les yeux des 
vrais Juges ; voici ce que j'accorde & ce que je nie dans 
les raifonneniens explicites ou implicites fur lefquels ce 
calcul me paroît fondé. 

Premier raifonnement. Le nombre àit^ combinaifons 
qui amènent tel cas , eft au nombre des combinaifons 
qui amènent tel autre cas , comme /> eft à y* Je conviens 
de cette vérité qui eft purement mathématique ; donc, 
conclut-on, la probabÛîté du premier cas eft à celle 
du fécond comme p eft à q. Voilà ce que je nie, ou 
du moins de quoi je doute fort; & je crois que fi, par 
exemple, /=y, & que dans le fécond cas le même 
événement fe trouve un très-grand nombre de fois de fui- 
te , il fera moins probable phyjhjuemem que le premier , 
quoique les probabilités mathématiques foient égales. 

Second raifonnement. La probabilité —eft à la pro- 
babilité -^ comme np écus eft à mp écus* J*en cop.- 
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Viens; donc -^xmp écus=-^x/z/? écus; fen con- 
viens encore j donc Vejpérance , ou ce qui eft la même 
chofe , le Jort d'un Joueur qui aura la probabilité ~ 
de gagner mp écus , fera égale à Tefpérance , au fort 
dW Joueur qui aura la probabilité -i- de gagner np 

écus. Voila ce que je nie ; je dis que Vejpérance eft plus 
grande pour celui qui a la plus grande probabilité, quoi- 
que la fomme efpérée foit moindre , & qu on ne doit 
pas balancer de préférer le fort dun Joueur qui a la 
probabité v de gagner 1000 écus, au fort d*un Joueur 
qui a la probabilité j-rV^r d'en gagner 1 000000. 

Troijiéme raifonnement qui riejl qu implicite. Soitp+q 
le nombre total des cas , /? la probabilité d un certain 
nombre de cas , ^ la probabilité des autres ; la proba- 
bilité de chacun fera à la certitude totale, comme/) £c 
q font à /-l-y. Voilà ce que je nie encore ; je conviens, 
ou plutôt j accorde, que les probabilités de chaque cas 
font comme /> & y ; je conviens qu il arrivera certaine- 
ment & infailliblement un des cas dont le nombre eft 
p-i-qi mais je nie que du rapport des probabilités entr'el* 
les , on puiffe en conclure leur rapport à la certitude 
abfolue, parce que la certitude abfolue eft infinie par 
rapport à la plus grande probabilité. 

Vous me demanderez peut-être quels font les prin- 
cipes qu'il faut , félon moi , fubftituer à ceux dont je ré- 
voque en doute l'exaâitude f Ma réponfe fera celle que 
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fai déjà faite; je nen fais rien, & je fuis même très-' 
porté à croire que la matière dont il s^agit , ne peut être 
foumife , au moins à plufieurs égards , à un calcul exaâ 
fie précis^ paiement net dans fes principes 6c dans fts 
réfultats. 

§. IL 

Sur les calculs relatifs à P Inoculation. 

I. Si mes doutes fur le calcul des probabilités peu<- 
vent trouver de la contradiâion auprès des Mathéma--^ 
ticiens, faits ou non faits pour en juger ^ je me flatte ^ 
Monfîeur ^ qu il n'en fera pas de même de mes réflexions 
fur la manière de calculer les avantages de l'inoculation ^ 
fur-tout depuis que j'ai tâché de les mettre dans le plu? 
grand jour pour tous les Leâeurs , ( Tome V de mes 
Mélanges de Philoibphie ) ; auflî j'ai la fadsfaâion de. 
voir , qu'à l'exception de M. Daniel Bernoulli , a?op in-, 
térefTé à ne les pas admettre , tous ceux dont je puis 
fie dont je dois vraiment délirer le fuf&age, ont été 
frappés de la juftefle fie de la clarté de ces réflexions»^ 
Voiis m'invitez à cette occafîon à vous faire part des 
nouvelles objeSions que je vous ai annoncées {a) con- 
tre la théorie de M. BernouUi. Voici ces objeûions que 
je foumets à votre jugement} je placerai à la fuite quel- 
ques réôexions fur les calculs relatifs à l'inoculation. 

2. Ayant jette les yeux fur la table de M, Bernoulli >, 

(a) Vûjr« cWcffttS, page lo^. 
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page 44 des Mémoires de 17(^0 ; je vois que par le calcul 
fondé fur fa formule y il txouve qu il doit mourir dans 
là première année 17,1 perfonnes de la petite vérole, 
12^4 dans la féconde, p,7 dans la troifiéme, &d Or 
ces réfultats font contraires à Thypothèfe fur laquelle il 
a fondé fon calcul , qu il meurt par année de la petite vé- 
role ^ de ceux qui ne Font pas eue ; car i^^ Hv- = ^o>? 
& non pas 17. 2^. A la fin de la première année il refte 
1000 perfonnes vivantes , dont 8p5 n <^nt pas eu la petite 
vérole ; or la 6^^ partie de 8p(J eft 14, & non pas 12,4, 
éc ainfi de fuite, H eft vrai que les différences des vé- 
ritables nombres d'avec ceux de la table de M. BernoulU 
vont toujours en diminuant; mais fon analyfe n'en eft 
pas plus exaâe, d'après les fuppofitions fur lesquelles elle 
eft fondée, 

3* Le défaut de cette analyfe vient de ce que M. Ber- 
houlli ayant fuppofé qu il meurt pendant Fannée ^ de 
ceux qui nont pas eu la petite vérole, il en conclut, 
en appellant s le nombre de cexix qui n ont pas encore 
eu la petite vérole au commencement du temps x , que 
le nombre de ceux qui meurent pendant le temps dx 

six 
eft — ' — y ce qui n eft pas exaâ ; la vraie hypothèfe 

fur laquelle devoit être fondé le calcul de M; Bernoullî , 
pour que lun & l'autre fuffent d'accord, rfeft pas qu'il 

meurt ^ des variole» par an, mais i®, que - ■ ^ ■ ss? 
— ^, en prenant d\ pour le nombre deceux qui prcn- 
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nent la petite vérole pendant le temps infiniment petit 

dx } 2?. que— îî- »= — — ^ en prenant d» pour le nom- 
bre de ceux qui meurent de cette maladie.; en efiet^ 

sdx 

puifque — g — y eft^ felon lui, le nombre de ceux qui 

sdx 

prennent la pente vérole pendant le temps dxyài — — 

le nombre de ceux qui en meurent; donc lorfque x=^ii 
c*eft-à-dire^ au bout de Tannée, le premier de ces nom- 
bres eft s= à la valeur de /T "^ p ôc le fécond égal à 

r^/^ 9 or chacun de ces nombres eft évidemment 

plus petit que — ^ — 6c --—- , «• étant la valeur de s 
lorique ,flf==o; par la raifon que durant le cours de 
Tannée • s va en diminuant. Donc fi — r — ôc — - — - 

' a tf4 

marque y comme le veut M* Bernoidli , le nombre des 
varioles pendant le temps dx y&i le nombre de ceux 

qui en meurent, ^ & -^^ — ou-^& -^ n exprime^; 

ront point , comme il le fuppofe , le nombre de ceux 
qui ont la petite vérole pendant Tannée & qui en meu- 
rent* 

j^. Soit S le nombre des vivans au bout d'un temps 
XyQ ceux qui nont point eu la petite vérole > $' la 
fgpoantité dont le nombre B efi diminué au bout du temps 
qu'on fuppofe ici d'un an; celle dont le nombre C efî 

aufli 
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iulli diminué au bout d un an ; il eft vifible que eft 

compofé de deux parties; i^ d'une partie = ^ 

c eft-à-dire , de ceux qui prennent la petite vérole pen- 
dant Tannée ; 2®. de ceux qui meurent pendant Tannée 
par d autres maladies que la petite vérole ; or on fup- 

pofe avec M. Bernoulli y que pendant Tannée il meurt — 

du nombre de ceux qui ont la petite vérole ; donc 
le nombre des morts de la petite vérole pendant Tan- 
née fera ; donc fur le nombre 5 • ou plutôt B — 

mn . 

y il meurt par d'autres maladies que la petite vérole 



mn 



un nombre =^'— ; donc fur le nombre G — 



mn 



. de ceux qui dans le nombre C ne meurent point 

jnn ^ * 

de la petite vérole pendant Tannée , il doit mourrir pcn^ 
dant cette année -^ — 1 — — ; donc fl = 

""^ mnT 

*^ mn 

on aura à très-peu près 6 = —^ -H (S' ^~) >^ 

^^^ mn ' mn)' 

5. Or par les calculs de M. Bernoulli^ (Mém.Acad. 
Opujc. Math. Tom. It^. R r 
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1760 y page 15 ) on trouve j = - ^j^^ ^— repré"- 

fentant le nombre de ceux qui fur la quantité s doi- 
vent prendre la petite vérole pendant Tannée ^ — le 

nombre des variole qui meorent^ £c ^ k nombre total 
des vîvans; & en fuppofant s=X:^ torfque ^=0, on 

a — ^ — =it^ 6c ^"ï"=J^ i; donc s efi égal k 

m? 

— î; ^ î donc au bout du temps x la valeur de- 

/ eft = — — — -- . & la fomme f ^ ^ de ceux: 

qui prennent la petite vérole pendant le temps x, fera 
rintégrale de ^^^CB^O 

IBdx—i^'dx » 

m J n ^^ m f xn} 

valeur approchée de cette intégrale lorfque x^^i ^ fera" 
évidemment différente de la valeur de 6 trouvée ci-def- 
fus ; & on peut remarquer, pour pouvoir les comparer 
aifémcnt y que la valeur de fi^dx lorfque a: = un an == 

I, eft à peu-près — , en prenant dans ce cas |'pour la 

valeur de g' au bout de Tannée > comme dans Tartîcle 
précédent i & quca géaéral/^';rP</;r fera à peu près 
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^ a= — ^ — ^ ^ Il eft vrai que h dîfFérence encrô 

fi & /"-^-^fera d'autant plus petite que ^ S^ k feront 

plus petits ; mais cette différence ne laîffera pas d*être 
très - fenfible , fur -tout dans les premières années de 
la vie y comme il réfulte de lartîcle 2 ci - deffus ; elle 
fera même évidemment plus grande que les quantités 

de Tordre de la fradion , auxquelles M. BernoulH 

a égard dans fon calcul ; ainfi ce grand Géomètre ne 
peut juftifier fon analyfc en dîlànt qu'il n a voulu don- 
ner qu un calcul approché , puilque dans cette analyfe 
îl néglige des quantités d un ordre plus grand que celles 
auxquelles il a égard. 

6. Voici , ce me femble , comment M. Bernoulli au- 
xoit du s y prendre^ pour trouver, d après fes hypothèfeSj 
la vraie équation qui doit donner la valeur de s. Soit 
^œ: A^^ s=(pxy Ax étant connu par les tables de 
Halley, Ôc ça: étant inconnue i il eft clair, i^quau 
i>out de Tannée , que j appelle 1 , le nombre s fera di- 
minué de la quantité çx — <p ( jr 4- i ) ; 2^ que ce nom- 
bre fera diminué d'abord de ceux qui prendront la petite 

vérole pendant Tannée, favoîr -~^,&enfuitedeceux 
qui mourront pendant Tannée par d'autres maladies ; or 
le nombre de ces derniers fe trouve aifément (anicle 4) 

4hx "^ -- -. 

s=(A;if — A(:v-H)— ^^^ X ;r7-;onaura 

Rrij 



0* 
n 



316 SUR LES CALCULS RELATIFS 
donc pour la vraie équation qui convient à l'iiypothèfe 

de M. Daniel Bernoulli , ^x — ^(*Hh i ) = 

" • 

Ù.X — • 

mn 

&c. & par la même raîfoa A (;c4- 1 )= A;r-4- —^ — ^ 

. — -jT-^y &c. de plus d^x^=dsy ciAx = d^j donc 
ds dds d^ s &c. s • i/Ç 



on aura — 



dx %dx* i.3.rfjc' n \dx^ 

ddP d^ P &c. ^ \ / ^ \ , r 



mn y 

8. Comme dans cette équation s eft toujours une affez' 
petite quantité par rapport à ^ , on pourra l'intégrer aî^ 
iëment par approximation , en intégrant d abord , pat 

les méthodes connues , Téquation approchée — — ^— s» 

j^ /^^Li ^^^ 1 ^^^^^' I —^xr^ 

n K dst xdx^ z.'^.dxi mn J \ r 

— — -T*^ <>u plus exaûement j— = hCAx 

«aç y * dx n *- 

-A(*+i)-. -;^]x (-i— ^^) , ou plus exac. 
tement encore^ d après Téquation générale de larticle 5:^ 



: A VI N O eu L AT 10 N. jt? 

ds 



-h^— 



-j i-u A(:v4-i)x(j ^>î 

dx n mn ^ ' ^ mn */ . 

(y- 4- 77-) qui fe réduit à cette forme intégra-' 

ble ds=:^fsdx^tss^dx^ f & ir étant des fondions 
connues de x. Ayant trouvé par cette intégration li 
première valeur approchée de s , on mettra cette va^- 
leur dans les termes négligés de l'équation rîgoureufe 
(art. 7); on fera enfuite j = /-i-p-, / étant la valeiu: 
àt s y qui vient d'être déjà déterminée par notre première 
approximation ; 6c en négligeant le quarré de />' , on 
aura à intégrer une équation de cette forme ^/' -h- 
^f dx-^Qdx^Oy et 6c C étant des fondions connues 
de ^ , ôc ainfi de fuite. Cette approximation donnera la 
valeur de s aufli exaûement qu on le peut défirer. 
. p. Au refte dans tous les calculs précédens nous avons 
feit avec Mr Bernoulli une autre fuppofition qui peut- 
être pourroit bien être conteftée ; nous avons fuppofé 
tacitement que ceux qui dans Tannée réchappeat de 

la petite vérole après Tavoir eue , (avoir — — -^ 

font auffi fujets à mourir dans la même année par d ai:^ 
très maladies que le refte des hommes ; 6c c eft de quoi 
on peut très raifonnablement douter ; car Texpérience* 
paroît prouver quil eft rare, quand on eflr réchappé 
d une maladie mortelle , 6c en particulier de la petite 
vérole, de mourir dans la même année dune autre ma- 
ladie. D après cette idée, fi on fuppofoit que ceux qui 
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ont eu la petite vérole pendant Tannée , ôc qui en font 
réchappes, ne meurent point par d autres maladies , pen- 
dant cette année, ou du moins meurent en très -petit 
nombre dans le rapport de i — « à i , » étant très-peu 

différent de funité . alors — — étant le nombre 

^ n mn 

Cm 

de ceux qui réchappent de la petite vérole,——— — 
feroit le nombre de ceux de ces réchappes qui 



m n 

ne doivent point mourir pendant Tannée par d'autres 

c — L 

maladies ; ainfî au Uea de ~ — dans le calcul 

3 î- 

mn 

de Tart. 4, il faudroît mettre ^ 



mn 



mn 



étant une fraûion très-peu différente de Tunité, & quon 
pourroit, fi Ton vouloit , fuppofèr confiante; ce qui ne 
zendroit pas plus compliquées les équations, mais ten^^ 
droit les réfultats fort différens. En effet , dans Thypo^ 
• thèfe précédente , le réfultat de Téquation fera à peu 
près le même que fî, au lieu de fuppofer, par exem-^ 

pie m = 8 , on fuppofoit une fraûion peu diflfé* 



rente de Tunité ; puifmie -^î— — — 2î — *=: — ( c^ — 

* ^ 72 mn n 

-^J eft fubftitué à ■ ^ , dans le calcul de Tarticte 

^ ^ ar étant wie quantité prefqu égak à i j ôc dans Téqua^- 
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tion de M. Daniel Bemoulli , au lieu de fuppofer — 

ds=:^^^ (4^-+-^^^) x4-i irfaudroit faire 

^ H •+■ mn } 

Au refte je n ïnfifte pas fur cette équation , quoique foiT- 
dée fur une hypothèfe , fclon moî , affez piaufible ; & 
je m'en tiens à Téquation de Mr Bemoulli, corrigée 
d après l'article 7. 

10. Ce n eft pas tout encore, Monfieur : je crois vous 
avoir déjà prouvé dan$ une autre lettre {à) y qu'en ac- 
cordant même à M. Bernoullî tous le9 principes* de fon 
analyfe , les réfultats de fes calculs ne font nullement 
d'accord entr'eux ; j'ajoute aujourd'hui qu'ils ne me par oif* 
fent nullement d'accord avec l'expérience , & qu'ils me 
femblent diminuer beaucoup trop le nombre de ceux qui 
à chaque âg^ n ont point eu la petite vérole. En effet | 
je prends la formule générale de M, Bernoulli , iavoir 

jsg ^ ■ , en fuppofant comme lui, 9c pour le 

7«® H- « 
nombre d'années écoidées depuis la nalifance ; cela poAÎ 
il eft aifé de voir que dans la formule de M* Bernoulli 

« ' eft égale à la quantité qui a pour logarithme dans 
les tables le nombre ~xo, 4342^4^} fuppofant donc 

(•â) Voyez d'dcflfls , pages leo 5c fuir. 



s 
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__tt ^ 

;c= 8 on aura e^ . . 2^'ji%i 

x=^i6 Iy3^9^ 

x^=2^ 20^085' 

^ = 3^ Î4^yp8 

^ = 40 ..... . . 148^41 

^ = 48 ...... . 403^45 

;v = 55 .♦..♦. ^ io^6y6$ 

;r = 54 ^p8o^py 

^ = 72 8io4j>p 

:r= 80 . ^ . ;. . . 2203 I5J 
^=88 ..... . JP878 

ïi.Donc fi^ par exemple^ ^^=24, on aura -^ = 

. r -».==. ; ceft-à-dire que 

7 X 20,085 -f-^ ^0,085— -i^ 

fur environ 18 perfonnes âgées de 24 ans , îl ny en 
auroit qu une qui n auroit pas eu la petite vérole ; on 
trouvera de même que fur environ 3^0 perfonnes â^ées 
de 48 ans , îl n y en auroit qu une qui n auroit pas eu 
ia petite vérole. Or ces faits me paroiffent abfolumenc 
contredits par l'expérience , comme je crois lavoir prou- 
vé dans mes Mélanges de Pfiilofophie , Tome V, p- 572 
&: fuiv. Joignez à cette réflexion le peu dexaâitude 
de la fuppofition faîte par M. Bernoulli , que fur peux 

qui font attaqués de la petite vérole ^ il en meurt -r- 

à tout âge , Hypotliéfe dont l'expérience prouve évidem- 
ment la faufTeté > & vous., conclurez de tout ce qui a 

été 
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été dît cî-deffus, que les calculs de grand Géomètre font 
fondés fur des hypothèfes aflez précaires. 

12. D'ailleurs il me femble que M, BernouUi auroit pu 
réfoudre dune manière plus fimple , & pour le moins 
auflî exade ^ le problême qu il s*efl: propofé , ou plutôt 
le problême auquel ce Savant a cru pouvoir réduire 
le calcul des avantages de l'inoculation ^ & qui con- 
fifte à trouver la vie moyenne d'es inoculés. En effet,' 
toute la difficulté de ce problême fe réduit évidem- 
ment^ comme il réfulte de nos recherches fur ce fujet;; 
(Tome II de nos Opufc. page 60 & fuiv.) à conftruire 
& quarrer la courbe qui ayant pour abfcifles ;v, apour 

ordonnées jy<r y ^ om ^c^ ^ , en employant les dé- 
nominations de M. Bernoulli^ & nommant du le nom- 
bre de ceux qui meurent de la petite vérole pendant 
le temps dx. Tout fe réduit par conféquent à faire fui: 
la valeur de du\m& hypothèfe plaufîble^ fans avoir be- 
foin d en faire deux avec M. BernouUi y lune fur le nom- 
bre de ceux qui prennent la petite vérole par an. Tau- 
tre fur le nombre de ceux qui en meurent j hypothè- 
fes qui, comme nous croyons Tavoir prouvé, font très-. 

peu conformes à l'expérience. 

r Au 

i^.Ainfi, puifque dans Féquation t=^^ ^ ^^ 
nous avons trouvée, p. 60 du Tome II des Opufcules, 
il ne manque que de cbnnoître u pour avoir :(^ , ^^ étant 
connue par les tables de mortalité 3 on pourroit .j comr 
me je l'ai dit,, page 70 du volume cité, conaoître u 

Opu/c. Math. Tom. IF. S f 
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pax imerpoladon au moyen de ciaq ou ûx abfervadon^r 
On pourroit aufli k déterminer ^ à la vérité moins exac- 
(emeiu: ^ mais peut-être avec une pr écîfion fiiffifance y 

en faifant réflexion que la valeur de^-^ — eft très-petite 

lorfque x=^o^ fictrès-petite auIB^ ou même comme nulle ^ 
lorfque ;if === loo; & même très-petite encore quand 
^sxayo; ainfi on ne s'éloignerait peut-être pas beau- 
coup delà vérité, en fuppofànt ciu=^Â:xcix {^Q — x^i, 

ce qui donneroit u =? ^'^^^"^ *^^L; la phis grande 

valeur de du dans cette hypothèfè feroic quand on auroit 
$odx^^2xdx=Oy ou ;r = ay ; de plus foît b le 
nombre des vivans^il faudra que quand x feras* j^o, c eft- 
à-dire quand à peu près tous ceux qm doivent mourir 

de la petite vérole en feront morts, on ait u=^ * 

donc ^(-^^— -^î^\=tr~-.}ce qui doancra k^ 

14. On pourroit faire encore d'autres hypothèfes ; oix 
pourroit fuppofer , par exemple, que du^^kydxfy dxy 

afin que -^ foie ssso lorfque ;t^=:o âck>rijquej's=:ej^ 
dans ce cas on auroit tt= ^^bi^^'' ^ ^^2él^^ 
À étant la valeur totale ic fjydx;on pourroit encore 
îuppoler — ^^^kydxfydxi ce qui rendroit— îî- ixK 

tégrable; & ainafi du lefte^ 
. ■'%$., Si on youloit aUôknncnt sr'çi^ wât, à la viéàkoin 
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iâe M. BexBoulli^ <m pourrait «ncore^ fuivdnt ce qtie 
aous avoiis r^naf que dr^Svis p p. 102 ^ fv^oikr dans les 
<:a]jculs de ce grand Géomètre n^^s^n^ -i^n^Jt^^^f'^ i 
«étanc égal à environ loacs; j'ai mis le <|i)a£Eé {i: — j^)^ 

afin que ~ décroiffe au-delà fie en-deçà de 10 ans, com- 
me les obfervations femblent le prouver. ( Voyez Tome 
Il des Opufc* p. 72 & 73 ). On peut fuppofer de même 
« =±: /»'•+- it'( A — x) ^ & A=*i5 à 20 ans, afin que le 
danger de mourir de la petite vérole quand on eft attaqué, 

x:. à d; -^ , augmente depms i y ans jufqu a la fin de la 

vie, comme l'expérience femble aufli le prouver. Si ces 
hypothèfes ne paroîffoient pas fuffifantes , on poinrroit en 
faire de plus gàiéraks , par eacen^e m^m'^i: (A— x) 
Hh/(A — Ar)S &C.. 

16. Dans rhypothèfe de m=^niL^k\\ — x) , on 
pourra <iécerminex m' ai £ çzx xieux oblèrvatkJhs^ pas 
exemple, foît fuppofé ;c=o, m = 20, A = 20; on 
aura ao = m''+-^.2o; (bit ^=50, m = s ^ on aura 

>s=:m'+^x — 30; d'où Ion tire *=-^ &^^_.,^j 
donc ;r=20, donneroit m=i4i cç qu| jrendroit la frac- 
tion — ^ im peu trop pecke^ an moins pour le dimat 

de Paris. On peut effayef de même fifiSrentes hypothè- 
fes 9 ^ Ttm parie ré&ltat qttc oes Ihypothèfes dwine^ 
ront poiurla valeur de /n, lorfque ^f=o, ou a? =20, 

ou ;tfsssi^a, fi les fuppofitions qu'on a faites peuvent 

Sf ij 
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être admifes y ou fi elles doivent être rejettées. 

17. Mais de toutes les hypothèfes approchées quon 
peut faire fur la valeur de d u y voici celle à laquelle 
Je crois quon pourroit s'en tenir. Je fuppoferois ^i/== 
Px dx{a — xYy a étant égal à 5o ; la valeur àt du 
feroit la plus grande lorfque 2,x feroît =a — Xy ou 
;c=2o; ce qui me paroît affez conforme à l'expérience; 
depuis x=is jufquà ;if = :2o, du feroit à peu près 
confiant^ car le rapport de duï du lorfque ^ = 15 & 

^ = 20,eft-^x -^r = ^'l^ q^ ^ft prefqu un rapport 

d'égalité ; depuis i;(f=20 jufquà ;c=4o^ le rapport 

de du à du diminueroît dans la raifon de 1 à 2 x-^^* 

c eft-à-dîre de i à } ; ce qui paroît encore très-plaufcble : 

la quantité P fe détermineroit par Féquation P (-^^— ? 

---P-+— ^p-)=--^ou— ^^— «-^îcequidon. 

ne P=== ^^" ^^ > Si le réfultat de cette hypothèfe ne pa^ 

roiffoit pas encore affez exaél , on pourroit fuppofer 
du=^P^dx{a—xy'^i i7* étant toujours = à tfo^afin 
que le maximum de du fut toujours lorfque ;c=2o: 
& en général fi on prend pour a un nombre d années 
quelconques^ & quon veuille que le maximum de du 

donne ^=-j- ^fl faudra faire du:=Px^dx{a — x)^^ 
eafone que m divifé par -|- foit == g' divifé par 4'— ^ 
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-j-i ce qui donnera mp= ' pll.i ou /?=» 

q = m{p— i). 

i8. Avant que d'aller plus loin fur les calculs rela- 
tifs à rinocuiation y voici la folution d*un problême affez 
curieux. 

Pour trouver fur le nombre s de ceux qui n ont point 
eu la petite vérole ^ le nombre et de ceux qui n en ont pas 
le germe ^ & qui n'y font pas deftinés par la nature ^ 
foit ^=»-Hct, a défignant le nombre de ceux qui ont 
le germe de cette maladie ; il eft évident que puifque 
ceux dont le nombre eft û> , n ont point le germe de 
la petite vérole ^ il n en mourra aucun de la petite vé- 
role pendant le temps Jx y &i que le nombre de ce qui 
en mourra fur ce nombre » , ( par d'autres maladies ) 

s dx % Êà 

fera ( -^ ^^ j x -—dans les hypothèfes de M. 

Bernoulli, ou plus généralement dans les nôtres ( — ^^— 
au)—^i donc — au^=s -i n — - — ; ou ^ 

G étant ime confiante ; & comme ^ eft ici ce que nous, 
avons appelle^ dans le Tome II de nos Opufcules^ 

■f du 

p. jp & (Jo , & que nous avons trouvé x,=j^e^ y i 
nous aurons « = :^ ^G. Suppofant avec M, Jurin -|- s=» 

— ^,. lorfque ;r B 1 & «5= o^ quoiqu à dire vrai cette 

*4 
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de la petite vérole j^ & — de ceux qui en font attaqués^ 

il s'enfuit que-- — -- du genre humain prennent cette ma- 
ladie: ainfi la valeur de t, lorfque x=6o, doit être' à 
près — — > 6 ëtant la valeur de ^ ou^, lorfque x=^oi 

ce qui fervira à déterminer Ç. 

21, On peut remarquer encore que ( — d^ — du) x 

—— marque ceux qui meurent par d'autres maladies que 

la petite vérole fans l'avoir prife; d'où il s'enfuit que 

/*(—■> /^ ~ ^g^ ) doit être égal à -^ — lorfque x 

s=s lop ; car il — — eft le nombre des vîvans qui pren- 
nent la petite vérole ^-^ fera le nombre des vivans 

qui mourront fans l'avoir eue ; ce qui fervira à vérifier 
1er valeurs qu'on aura fuppofées II du 6c h, dk. 

22. Vous me demandez , Monfieur, un plus grand 

développement de ce que j'ai dit ( p. 8p & fuiv. duTom; 

II de mes OpufciJes ) pour réfuter l'hypothèfe d'après 

laquelle \m habile Géomètre a prétçndu calculer les 

avantages de l'inoculation. Soit y en confervant les nom? 

donnés à h page ^p de ce Tome II, Ôc la conftruc- 

r iu 
tion de l'endroit cité (a) ^ page 8p, t—^^ ^ > ^^^ 

1 <a) Il fêta bon cic relire cet cadioit, & d'avoir fous les yeux la figure que 
flous ne r^terojps point ici ... 

'•••■■' 11^^ 
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iÇ^«r«^ Çgss^m^y^ui ona,par le calcul fuppofé, 

^ par nos fi>nnu]^ tmm.f^^ * , .■ tt 4^„^ W . 
-2ji- î donc fî la forqaiOe #»-m;r (•~~-)étoît 
vraie , on auroit -i^ ou ?;i f "^^"^TT^ ^ «c <^it «^ 

touenfàîfant— .««fl,-^ = _^^ j or cette 
' équation cft fautive J parce quelle fuppofe que fur Iç 
àombre ^— ^ «, il meurt pendant je tempe- ^;^ le nom- 
bre 4y r- ^0 par d'autres inaLidî^ que U petite ¥4Folçf 
<:e qui n'eft-pas vrai : car puifqu on ifuppore qu'il meurt 
ide h petite Wrolfrja. quanw^ ^9 OV du %. 1« rto®l)rj| 
^ , donc fur <je nombre ^ il mojirra piur. d'êtres ma- 
ladies que la peutè vérole, le npin^te d^^d^\ d^ohè 
fi" on ne meurt poiiyt de la petite v^rolp '^ i^mniç ôij 1^ 
lUppofe ici, danf ce cas il mourra fUr le ni^iàbre v -^ 8 
jp«i4ant le temps dx, par d'aUtfes maladies que la petltb 
OpuJh.MatA.Tonuir', Tt 
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vérole , la quantité — ^^-^ ^^^^H — ^ & non pas Jy^^ 

â\ ; & fur le nombre ô qui feroit mort de la petite vérole 

datjs kpremier cas y il mourrai la quantité ^^ •; 

ceft: à-dire , que la quantité dy^^d^ des perfonnes mor- 
t^ .par d'autres maladies que la petite vérole ^ quaa:*< 
rite qui dans le premier cas feroit tombée toute entière 
fur le nombre^— 6 (le refte d% mourant y par Thypothè-^ 
fe, de là petite vérole) doit fe repartir entre j/—B fie 
\ pro^ortioxmellement^ dans le cas où perfonne ne mour-v 
roit plus de la petite vérole. 

^3. Vous me demandez encore, Monfieur, un effaT 
de calcul fur les. principes que j'ai donnés dans mes 
Mélanges de PhilofQpHie, Tome V^ page 521 fie fuîv^ 
pour déterminer le rifque qu on court à chaque âge de. 
mourir de la petite vérole. Jç vais tâcher de vous (a-? 
tisfaire. 

La probabilité qu'on aura la petite vérole à un certa£tf 

^e^ étant fuppofée : — -y fie celle quoa en mourra étani 
fuppofée -^ y la probabilité de mourir de la petite vérolç 

à cet âge eft— — ^ Or je dis ; 1^. qu'il fkut muldplîejf 

cette probabilité par la probabilité /i:t qu'on vivra i ced 
fige-là» car la probabilité^ qu'on mourra^ fuppofe qu'on 
foit vivant, a^ Qu'il faut la multiplier par une fonâiprt 
4tt nojnbie d'années M ({xtosk aura dé;a vécu j depuî^ 



le moment d*où Ton part, Jufqu à Tâge dont il s'agît > 
afin de comparer la probabilité qu on cherche à la proi- 
babilité de mourir de Tinoculadon ; la raîfon dç ce calcul 
eu qu'on meurt de l'inoculation dans lés if jours ^£c 
qu'on né meuit ( Ayp. ) <ie la petite vérole , qu'après 
avoir joui dé M années de vie ; ainfi le fécond de ces 
îifques^ toutes chofes d'ailleurs égales^ doit être d'au^ 
tant moindre que.^ eft plus grand. Or cet avantage 

tÙ iconfidérâblement plus grand qtté dans h ràîfoû de 

». » -. - •*•»"» — 

*T^, au moins lorfque^^ eft un peu grand. Pour le 

jprouvèr ^ je fuppoîe quon doive certainement vivre 3a 
ans > àc qu'il y ait ^ à parier qu'on mourra alors de la 
petite vérole ; je fuppofe enfuite qu'étant aflfuré d'une 
année de vie ^ on doive fe faire inoculer au bout d'un 
an ^ 6c que fur 1200 inoculés il en meure un ; l'avantage 
ou le rifque feroit égal dans les deux cas fi là fonâioa 

âe M étoît proportionnelle à -^ i cependant il me pa- 

roît très^évidentque dans le premier casioh> aurait bo^u-; 
coup d'avantage ; car oh feroit aflTuré y par notre iup« 
pofition y de vivre 50 ans ^ 6c au bout de ce temps il 
n'y auroît encore que ^; à pariçr.qu'on mourçpit de:l» 
petite vérole^ rifqûe qu'on doit regarder conmbe aflcD 
petit dans . ropSiuoh commune^ pjuilque de. 40 fàs£opri 
nés il en meurt au moins ime par an y. fie que cq>en- 
dant tous les hommes fains fe conduifent comme fi ce* 
i&fipie était* en^ qu«lque mankre r nul pour eux. Jftxatois' 

Ttij' 
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donc d'abard que quand \4feft afles grand ^ la lbn£bîod 

de M ne doh pas être ^^- , mais doït être plus petitç. 

qu'en raHoA de 1 à M. . • _ 
; 24; De. phts» Cl M ne^ pas lui ttioips confidiérakiej} 
par exemple^ qu< M foitsetà un mois^ aloâ H fonc* 
don de jÂ/' doit être à peu près ^ale à l'unité g qùét 
que foie M'. Cta'iXnfjik peu ptès égal de mourir damt 
un mois otf dan* \$ fours ^ cm méoae dans la fournit 

35. P'vm autre côté^ Ç\ M.^^ i^ort grand ^ par ezem-i 
ple^ too ans^ qui t&. à peu près le temps le plus con-t 
fidérable de la vie hwaainG^ alots la fbnâk>n de M doÛT 
écrenulle ou covûm.% nulle i car SI eâ évident que le ufquet 
de ne mcmrir de la petite vérole qu'ail terme, te plus 
élpigné de la vie > &roit abCohuaent mil ,, puisque fi on 
l^(B. mouEôit pas alors de la petite vétolej il âiudroit mouf 
i^E d'unie atitre m^Udie. 

ai6. Donc .la puiflanoe ou la fbnâion de M doit étr^ 
«lie ,1*. que quand M eft très-petit , elle foît presque ssa 
^l'iBilté. s^Que quand Jf eâ tiès-grand , elle {<ûc nulle 
eu taaaoc nulle» >°. Qu'elle foit dans les cas moyen» 
beaut?ottp plus petite que dans k npponc învtrfe de M, 
£h^iU:>Âim aivôit./.pàrt3fen^fe, <fuK côtif la cer« 
ôtude de vivre iSo sa»^ Ai 1^ ^exi^ùB demburiirdr 
k pètÎBç xi^dk au. tMMit 4tt ce oempsflàyfiç de l'aùtEé Et 
cextitade -de vivre 1% an», âc ^ de s^ue de mouxûr 
de la pBtke vénole au bout dé ce temps^ il me paxt^ 
àiident que «bnvJb ^otemiec çmÏ2!mackfgt>&ÊcSi hcù^ 
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tavtç plus grand qâe dans le premier, éC qtie par con-f 
laquent l'avantage ièioïc en plus grande râiiTon que de 
rs'>^-h^Tt^'h»9^ ^^ ^ quantités égales. 4^« Âpu^ 
tons que dans tous les cas la fonâion de ^ ne dote 
pas étire plus grande que Funîcé , puifqu elle ne peuc 
être égale à Tunité que dans le cas o& le rîique feroic- 
couru dans FinAant même ^ £c. qu'elle (èra évidemmene. 
plus petite dans les inftans fuîvans^ 
■ 27. 'Pour donner à la fonâioa de M que Ton ciier'*- 
^ûiÂ la forme la plus nette 6c la plus Ample, il faut fiip< 
pofer M dlvifé par, la. plus grande longueur poiOOible dei 
la vie, à compter du temps où Ton eft; par exemple y 
fi on a 50 ans, £c que le plus^long terme de la vie foie 

)ioo ans, il faut prendre, au lieu de M^ la ^âlon- — | 

!& donner à la fonâion qu on formera de cette frac<* 
don les quatre con<Ëtions énoncées dans f^cle pré* 
:cédenc# Si on met en génial 4 à la ^ce de 70, je 
isrbis qt^on p<NBrok fuppofer la fonâion cherchée aa 

/- ■) , * étant le lïombre d'années qui doïveht ôtf 

fieuvent s'écouler éepÀts le oMynieûc de la vie d'où if on 
pare , (Mic «aien^e , ici d^nûs ^o ims ; £c m. ébuifi, im 
cxpô&nt 9/Sn ^gaaiàt par exempk, f ou ^, &c«<ïtt pêne-* 
'Ine tokmt daVasitsige, pitr la laiToa que le dé&rânta* 
g^ doi^ prodigiéùfiaMik dimimipr à mefurfe qocr l'on 
avance en i^e# 
. aS. Ce a'eft pas am t xasaons dam. f artîde ^téo&f 
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dent y au lieu de 70 ^ la quantité a qui fera variable pouif 
chaque âge^ & qui fera le complément de cet âge à 100 
ans; )e dis qu'il ne fuffit pas poiu: connoître le rîfque 

de le multiplier par la fxa£Uon indiquée de • Caç 

foient x^y'^ deux âges difFérens d'où Ton part pour âp-« 
précier le rifque de la petite vérole^ a =100 — x.%. 
a'= 100 — :(^y & foient pris, en partant de z^y x!y deux 

temps M àc J^f tds que foît s=s — ^-j foit de plus 

fuppofé y ce qui n a rien d abfurde en foi , que les rifque$ 

— ^ & — 7~- • foiem égaux ; il çft évident que le pro-i 

duit de — î~ par ç C ^ feroit égal au produit dq 

\ par ^ C—ry î ^ cependant il n èft pas moins. 

évident que fi ij eft > «% & par conféquent M> JM! 3 
Iç défavantagç eft aufli plus grand > par la ràifon que; 
dans ce cas on a plus à perdre ft on venoit \ mourir j^ 
puifque le nombre d'années a — ^ qui pomroit en^ 
core refter à vivre eft plus grand que le nombre d an^ 
nées cl — M! qui pourroit refter à vivre dans le fécond 
cas. Soit \ pour plus de précifîoh , et Iç nombre d'an^. 
nées qu'on peut efpérer d^ vivre après Iç temps M^ ^ 
le nombre d années qu on peut çfp^rer de vivre après 
k temps M y )e dis que toutes chofes d'ailleœs ^ales^ 
le défavantage fera d'autant plus grand que a ièm 
plfis gr)uid# Il fiwt donc encore mul^lier le rifque pai; 
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iihe fonâion de a ^ qiu foîc d'autant plus grande que 
a ièra plus grand ^ mais qui poiutant ne foit jamais plus 
grande que Inimité. Soit A la plus grande valeur de «^ 
iavoir celle qui répond ^M^OyOn pôurroit peu^être 

ifijppofer la fondion cherchée =>. à peu près (-^) , m 

étant = 4 ou ; , &c. 

2p. De plus, fi on nomme b la valeur àty ou do 

I lorfque J/= o , on aura m ==~y > & on remarquera 

que =» — —. Donc nonunant fe le produit des 

deux fondions formées d'après les principes des arti- 
cles 26 & 28 • on aura — g-XM== ^^" î donc la 

ifomme des rifques eft -r-yM ^^ > cette quantité exprî- 

inera le rifque total de mourir de la petite vérole ; en 
effet y quand on aura déterminé les rifques de la petite 
vérole pour chaque annéç par la méthode précédente^ 
il faudra les ajouter enfemblej £c la fomme fera le rif* 
que total. 

50. Ce n efl pas tout encore rfi on étoit (uf de vî« 
Vre, par exemple 30 ans ^ & qu'à 30 ans il y eût ^i^ à 
parier qu on mourroit de la petite vérole, & ^^ qu'on 
ionourroit de quelque maladie , & qu enfin , tout le refte 
'étant d'ailleurs épl^ il y eut 7^ à parier quon mour*- 
roit.en fe faifant alors inoculer, je dis quil ne faudroit 
point comparer féparément le danger de mourir de f ioc-^ 
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culnûon à celui de mourir 4e la petite vérole^ n^is 
comparer tous les nfques pns.enTemble à teoùs lès rîfr 
ques pris enfemble; ceft4-cUre^;^-H75 à Ti^-H^sf 
car comme le rifque 4e mourir 4e li petite T<^ole £c 
celui de mourir 4e llnoculatioti n'exen^ttnr point 4u 
jrifque 4e mourir par 4 autres mala4ies > il eft ^vi4ent; 
qu il ne faut point comparer fépar^ment les deux pte« 
miers rifques entr eux ^ mais que Ton 4oit ici comparez 
enfeidble le nique tocal de mourir 4ans le premier cas^ 
foit par la petite vérole , foit par d'autres maladies > au 
rifque total de mourir dans le fécond cas > foit par l'iaor 
pulation> foie par d'autres mala4ie8. En eflfbc» A quel* 
quun doit courir les 4angers A,By C,J)y£, ^c» à«: 
la-fois , ôè un .autre les dangers a,B , d DjE, &c 
jUleû évident que pour comparer le rifque total que cou* 
rent ces doue perfonnes y il faut comparer la fomme 
des rifques À^B-^C-^D-^E à a-^B+C-^D-^E i 
Se non pas feulement le rifque ^ au rifque «, Or il eft 
fàté de voir, en fuppo£mt a<Af que l'ayantîge eft *n-»: 
core diminué par cette eonfidéradon, pu}fque le rap>^ 
port de tf-t-^-t-C-f-D-HZ à A-^B-^Ç-^ D-hM 
àppcoche plus do f unité) ou ^ ce qui eik.la.m^mc cboièi 
4e'|'é0aUté> que celui de a à ^. . 

51, De tQutes ces obfèrvgiôoos il s'enfi^t qwe fî-J- 

left iv^çùÇi le danger de findcuUtlbn jfkite loifque M=*!P». 

}» fpmmç 4ç? rifquejî des iaoçul^ f«ra -^'^'TZr 



T^l 
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/— ^'^C— -j--4--yV~**'^t>t^tant==>^c^ y (tome 
IldesOpufcpag. (fo) 6cÇ==-iiip!i ; & que celle 

dii rifque des non inoculés fera -r-/^ — /* ^y S remar- 
quez que je fuppofe fi différent de fc , quoique peut-être 
on pût les fuppofer à peu près égales ; la raifon de leur 
différence çft que M étant la même, a eft un peu dif^ 
(trente dans les deux cas. Cependant on peut ici y pour 
plus de facilité, fuppofer ces deux quantités à peu près- 
égales. 

S 2. Pour employer commodément ces formules , il 

faut fe fouvenir que .^-L =— ^^ — ou — dt=^ 

•^ dy cr y ^^ duc' y , ou ( en faîfant — - ^^ = d-s;^ 
& — dy^s^dy afin que toutes les quantités ayent le 
même figne que dx^ c'eft-à-dire crôiffent quand x croît ) 

d:C^=^^y<^ y -^duc^ y î mais la fonfition V* rpftera» 
toujours très-difficile à déterminer exaûement. On ré-: 
marquera aufli que dx! cft <dy ^ au moins dans les 

premières années , Iprfque i— ^ eft encore trèsrpetite \ 

d'OÙ Ton voit. que dans les premières années 77*^:^^' eft 

<:fyidy . Soit î^lt maintenant dur=^fdyy &i <r 7 ±=a^ 
1 -ho-, on voit aifément que cr va en awgmeçtant tou^* 
• Opu/c. MatLTom. IF. V u 
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jours ,M quau contraire f çft fort petit vers les dernières 
années ; d'où il s'enfuit qu6 </;^' ou djy' ( i — /• ) { i ■+• ff ) 
eft alors >dy, & (Aj^';^(Ady. 

5 5. Donc puifque^^'eft d'abord < & enfuite > ndy', 

"U peut très-bien fe faire que la valeur totale dc/tid^' 

foit > ou acB à la valeur totale ait fit d y' i & dans le 

cas même oii elle feroit plu5 petite^ il faudra que -r- H- 

^ ^ foit encore < t*^ \ pour que l'inoculation 

%t un avantage lïéel.. 

54. Âinfî le danger bu l'avantage de l'inoculation dé- 
pendra du rapport entre Ifes^ quantité >i & i»; plus il s'écQu- 
îera d'années avant <^td;^ devienne > dy^ ( ce qui dé- 
pendra de la valeur des quantités /> & a) & plus au- 
4elà de ce nombre d'années la fhûion /* fera petite ^ 
^hxs/hd:^' fera petit par rapport ^ffidjy, 

35-, Si l'inoculation ne faifoit périr abfolument per- 
fonine, il eft aifé de voir qu&y\_dx étant plus grand 
<pbfy4^* ^ ^*> moyenne d8s> inooilés deylendroit 
plii$.gxan4^«.lî^4tf>it très- petite la vie moyenne des- 

fcoculés feroit/l^V«r«=/t^*(-^^)=(-i=:i) 

^flfJtffiHKo-); aîftfi là 'v\ft ^oryemié dés liioculés fera- 
«nipoje .p(uf g?a«dç.9îer.l^. vie,,moygn9e/,irf^ dea no» 
inoqiiiés , pourvu que »i foit aiTez petit pour que ijjrdx 
jfoit </ir^<i}«eÈliKk:tdàttètt fera donc en ce cas un 
avaatftge«é«*f«iipPé&fc. -MiÊ afm dpp^^uc ce foit 
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«n bien certain pour les particuliers^ il faudra qu'il 
fe paffe plufieurs années avant que t/^' devienne. > dy'f 
ou du moins que dans les premières années ^ tant que 
di^ eft <dy^ la fraâioa ia fpit confidéraWement plus 
grande que dans les années luivantes on d^ ^^-^dj^^ 
C'eft aulli ce qui me paroît réfulter des réflexions que 
nous avons faites plus haut ( anicle 2 5 & fuiv. ). Et voilà^* 
ce me femble^ en quoi confiflie le véritable avantage 
de Imûculation^ au moins d'après les connoiflances que 
nous avons jufqu à préfent fur cette matière* 

3 5. Je terminerai ces recherches par quelques ré- 
flexions fur la folution d'une quefii^n que M*. BernouUî 
s'eft propofée dans fon Mémoire , page 2 1 ; & qu'il me 
reproche (p. ^O^enavoirpuréfoudre qu'en tâtonnant» 
On demande combien fur le nombre aâuel des vî- 
vans ^ il y a de perfonnes qui n'ont pas eu la petite vérole* 
Voici ma réponfe : puifque le nombre des vivans à l'âge 
;r eftj/ {fiyp*)^ le nombre total des vivans fera la valeur 
totale de fydx >• de même^ puifque s eft le nombre dé 
Ceux qui à l'âge x n ont point encore eu la pejite vérole^ 
le nombre total des vivans qui ne l'ont point eue, fera la 
valeur totale àt/sdx; ainfi tout fe réduit à connoître la 
quantité s y qui dépend elle-même (article ip & fuiy.J 
de deux quantités inconnues dk ai duy Çat lefqueUes 
ètvne peut faire -que des hypothèfes approchées & /a- 
tormées. C'eft donc par la nature du fujët ^ue cette queA 
tion ne peut fe réfoudre qu'en tâtonnant ; M. BernouUî 
en tlonne à la vérité dans foh Mémoire une folution 

Vu ï) 
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fort fimple ; mais cette folution eft fondée fur le prin- 
cipe qu il meurt de la petite vérole à quelque âge que ce 
foit -^ de ceux qui ne l'ont pas eue ; hypothèfe très- 
bafardée^ & dépendante de deiix autres^ dont il y en 
a fur-tout une de très fauffe/ 

37. A Toccafion de ces réflexions^ je vous ferai part 
en finifTant d une ren\^rque fur la courbe de mortalité. 
En examinant les tables de mprtalité données par M. 
Deparcieux d après les Regiftres de Suéde, on voit ai- 
fément que la vie moyenne ( qui n eft autre choie que 
la probabilité de la durée de la vie, prife à la manière 
ordinaire) eft toujours plus petite que la moitié des an- 
nées qui reftent à écouler jufquà 100 ans, terme quon 
peut fuppofer le plus long de la vie humaine i d où il 
ts'enfuit évidemment que la courbe de mortalité n eft ni 
une ligne droite , ni une courbe toute concave vers Taxe 
des X y ce qu'il étoit aifé de préfumer d'ailleurs ; mais 
on peut remarquer de plus que la durée de la vie , prifè 
à la manière de M. de BufFon, (Voyez ci-deffus^ 
pages S6 & pi.) eft prefque toujours plus grande par 
cette table que la vie moyenne ; d'où il eft aifé de con- 
clure que la courbe de mortalité n eft pas toute con- 
vexe Vers Taxe des x j en effet, fî elle étoit toute con- 
vexe, on auroît, en faifant (Fig.'2o.) ^C= -^H , BO 
( qui exjprime la durée de la vie fuivant M. de Buffon ) == 
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ABFDA __ AEFB^AD FEA 
TŒ" IF 



BF 



ADFEA 
ÂB 



or 



fuppofant AD F toute convexe , . ^^^ jI eft ^yi^^^^ 
ment < D£; donc BO feroit< i^l"^. 

Fia du vingt-fepùénu Mémoire, 





VINGT-HUIT"^ MÉMOIRE. 

Contenant quelques Ecrits fur diffàens fujets. 



ï. Sur /a forme des racines imaginaires. 

JLIaks la démonftratîon que j'ai donnée (Mémoires 
de Berlin 1745) de la rédudibn des quantités imagi- 
naires à la forme a-+-^v^— i , j*ai fuppofé que fi on a 
une équation entre ^ 6c x^ 6c que x (bit (uppofée in- 
finiment petite, &Ljy auffi infiniment petite & réelle,' 
on peut prendre ^=w^jtf" Amplement , & par confé- 
quentj^=yix^-^Bx^^ &c. lorfqùe x eft fuppofée finie , 
& aflez petite pour que la ferie feroit convergente. Pour 
attaquer cette fuppofition, un très-grand Géomètre me 
propofa, par une lettre du 27 Décembre 1748 , la cour- 
be dont Téquation feroit— —-s= — A——\'^ — — 

^ dx* xii'^xx)dx 

-^ ; ôc me demanda la valeur de ^^ en ;i;, en fup- 

pofant X infiniment petite. Ce problême peut fe réfoudre 
de différentes manières ; mais la plus fimple confifte à 
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«marquer, quen faifant j/ & x infiniment petites y on 

ddy ij ddy dxdy dy'^ 

dx^ xdx ^ X x^ X 

aa= o , dont Tintégrale eft j^ =» -^^ log. — -H— ^ , 

ou en négligeant le terme >^= log* — ; 

d'où ce Savant concluoit que lexpreflion j^ = Ax^ n eft 
pas générale. Mais il me fut aifé de lui faire obferver que 
h, courbe propofée eft mécharUque ^zw lieu que dans mon 
théorlème il ne s'agit que de courbes géométriques, dan^ 
lefquelles en eflPet réquationjK'=-^V'-+-i5?;c^, &c. aura 
toujours lieu* Cette réponfe paroît avoir fatisfait ce cé- 
lèbre Mathématicien, qui me récrivit Je j Janvier 1750 i 
en ces termes : y'ous avcT^ emiérement raifort ; le cas 
y=i^lx ri affaiblit en rien la dimonjlrati^n 4e votp^ 
beau théorème y comme je croyois d^ abord. 

Je penfe donc qu il ne doit refter aucune difficulté 
fur la démonftration de mon théorème concernant les 
racines imaginaires. 

IL Sur la maruerû de dAermirter certaims fondions^ 

i.Ce que j'ai déjà remwqxïé plus Haut* (page ipi & 
fuiv^ ) fiir Tinconvénient de^ réduire ^ ( x^a ) en ferîe 
dans la léibhitton de certains probléhtes , peut fe con- 
firmer par une confidération très-fîmple. JeiuppofeKju ott 
ait à trouver une fonÛion ^ ;if de ^ , telle que^ (^-j-^ )== 
t';r;, a étant une quantité donnée-; il dï clair cfp,t^^ 
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doit repréfenter Fordonnée dune courbe telle, quen 
prenant fur l'axe de cette courbe des parties =û , les 
ordonnées diftantes de cette quantité foient égales ; c eft 
ce qui arrive dans la cycloïde fi a: eft égale à la circon- 
férence y &c dans une infinité d'autres courbes qu on peut 
çonftruire aifément par le moyen des arcs ou des feg- 
meris dune courbe ovale rentrante en elle-même. On 
voit donc que <px ^ une infinité de valeurs arbitraires 
qui fatisferont au problême, pourvu que <px repréfente 
l'ordonnée d'une courbe telle qu'on vient de le dire. Fai- 
fons maintenant ^x=x,y & réduifons (flx-^a) en 

lerie, nous aurons ç(^-+-û)=f^'^"7"^^ 5^"^ 

••^— ^^-H&c. = ;;< par la condition du problême» 

X)6nc 47^-+--^^~-H-&c.==o,doncfi on fait t« 

Ac^'y on aura af-^ ^ ^ H- ^ &c>=o ouc'^*-^ 

I =o. Donc ç*^=i; donc log. af=^\og. i. Or on 
fait que log. i ^=p^ •— i , çr étant la circonférence 
& /? un nombre entier pofitif ou négatif. Doncy» di 

' — - — — — , m étant un entier pofitif. Donc ç^= 
jic ^ -^Bc « , ouçx = Cfin. Q-prJ-H 

B cof. ( — ^«" ") 3 tn étaftt un nombre entier pofitif ou 

négatif Qr cette valeur de <p;^ ne paroît; pas Mfez gé-^ 

nérale 
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h<lrale^ & applicable^ par exemple^ à la cycloïde; eti 
effet , fi on fuppofe x [un arc de cercle, Tordonnée y 
de la cycloïde fera x±i£m.Xyic labfciffe 1 — cof. ;r; 
donc fi on fait x±l fin. x^=yy ou fimplement x — fin; 
x^s==^y y ce qui donnera jix^'+^Bx^'^Gic. s=jk; on 

-L JL 

trouvera x=^Çy^ -f-ficc. fie i — cof. ;if=i — cof..(Cy 
-t- ficc. ) Or il ne paroit pas que cette quantité puifie 
être changée en une ferie de cette forme A' fin. ^^'-H 
JB' fin. 2 ^ny^ Ôcc. -+- Ccof. ^j/-+-Z)' cof. a iry , ficc; 
car cette dernière quantité a pour premiers termes £^-H 
T^^y-^G'^TT^y^, 6c ainfi de fuite, les puiflances de>^ 
étant toujours des nombres entiers, au lieu que i — cof« 

( Cy ' H- 6cc. ) a pour premier terme Hy ' ôcc. Donc , ôcc; 

2. Nous ne croyons donc pas devoir admettre une 
iolution qui paroît trop limitée , fie beaucoup moins gé- 
nérale que le problême ne le comporte. Cet exemple 
démontre, ce me femble, de la manière la plus évi« 
dente fie la plus fimple, que dans la réfolution d'un grand 
nombre de problêmes , tels que celui dont il a été queA 
tion ci-deffus ( p. ipi ficfuiv.) larédudion de ^(x^a) 
ou des quantités femblables, en ferie , ne donne pas des 
{blutions aflez générales, fie ceft ce qui eft confirmé 
par tout ce que nous avons dit à l'endroit cité. 

5. Au refte la réfolution très-fimple que nous venons 
de donner du problême où il s'agit de rendre (p (;r-4-tf )sô: 
^Xy peut conduire à la folution de plufieurs autres quef-* 
îtons. Par exemple , fi on propofoit de uouver une foncr 

Ofufc. Math, Tom. IF. X x 
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tion de tf telle quen y mettant a — u au lieu ùr Uy eil^ 
ne changeât point de valeur j il eft aifé de réfoudre cette 
queftion en formant une fonâion de u dans laquelle u 
&L a-^u entrent de la même manière , car il eft ëvi^ 
dent qu'en mettant dans cette fonâion a — u pour u^ 
a — u deviendra a — {a — «)= a, &« deviendra a — u^ 
de forte que la valeur de la fbnâion demeurera la même ; 
mais (i on demandoit une fonâion àt u^ telle quen 
y mettant w^azvi lieu de 1/ , elle confervât la même va- 
leur ^ on ne poturroit pas employer une pareille folution^' 
parce que ut-+-a ne devient pas a en y mettant u^a 
au lieu de «^ mais U'^i.a. Il faut donc avoir recours 
au problême précédent , & prendre pour (p u l'ordonnée 
d'une courbe analogue à la cydoïde 6c aux autres dQ 
ce genre» 

4. Il eu bon de remarquer que le problême dont i| 
s'agit y ne pounoit fe réfoudre en ayant recours à l'alge-* 
bre ordinaire } car il eft évident que fi on cherchoit ( corn-* 
me il feroit néceflaire pour k folution) une courbe dont 
l'ordonnée y fut telle y qu'à une même valeut de ^ i| 
lépondxt deux valeurs de x dont la différence fiit a j 

ces deux valeurs dcvroîent être— -f-y& — —+Té, 

a » 

y étant ime fonâion de^^; de forte qu'on auroit xssiYj± 

-^î folttdonillufoire^ I^ parce qu'elle ne donneroît 

pas une même coiurbe aflujettîe à la même équation j^ 
mais un fyftême de deux courbe» femblables y égale^ 
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fi: parallèles, a^. Parce que les abfdf&sjr r^ondametf 
aux oidonnées y^y -f-4t ^ appatdendtDÎcnc^ non à im6 
même branche^ mais Tune à une coarbe^ Tautre à la 
courbe parall^e. On voit par cette remarque^ pour le 
diire eu ps^ant^ que ks m^hodes domiées par piiifi«iiM 
Géomètres pour déterminer certaines courbes par k re« 
htion entre les ordonnées y^y répondantes à une raè* 
ne abfcifZe :r^ne font pas générales; car ces mâdiodiss 
* qui font aâez connues («)^ ne peuvent a'af^diqnar qu'à 
des courbes algébriques ^ Ac fooiSmt abfolument .«a 
défaut pour la foludoir de certai» problèmes ^ peu* 
!vent très4^ien fe léfoudie par des courbes médmniqoes} 
par exemple y poi» celui dont il a*àgit ^ èiohy '— j/ «*« 
&dvant les méthodes dont nous parlons ^ 6e problème 
ne pourroit & réfoudte 5 parce que jr 6c jr^ n'^entcent 
pas de la même manière dansféquation^r Cependantnous 
en arons donné dans l'article 3 une folution très4tnqple. 
f. Si on prâpofiM de trouves tpjr ^ tdlb qw f firH^^ 
«^— «r)f!it s 9 X}^ il ftiudroit d^bojcd naetcse ^x^ 
a V'— 1 ) fous cette forme qui revient au même' A(;r |/ — i 
4«-tfv'«-^iKy-— i) ottbien A^jwv^--- •l'—te); & £ûfant 
^1/.^ I =11 , on aura A {u r— ^) =3 An. Or en regar- 
dant a comme réelle , & faîfant s^=^Luy on a aifément 
(article 3») V^uation quWcherdie entte s & i»; foc^ 
mous donc cette équation entre s Ôcn ^ ô6 mettons 
ênfuitû P'^tV — I pour s Se it^— i poura $ oa 

( cl) Vàjct le» Joaroaaz'^ Leipfickde U^ » les <Bwncs de Jean & Jacques 
^imoiU», & les M2moites dit tKùiâtvûie dé x754« 

Xxlj 
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aura ; en féparant les quantités réelles des imaginaireST^ 
deux équations tur^t^Uy qui en donneront deux aui 
très tn Tj u ai t ^u. 

6.Soït propofée Téquation (p{x^à)^=iX^ X étant 
une fonflion donnée de ;c;'on fera Jir-+-as=:ç^, donc 
;j,— tf=^; on fubftituera dans Xy ^ — ^ à la place de 
;r ^ on développera les puiflances^ après quoi on renier^ 
tra dans ces puifTances x^a & enfuite ;r à la place 
àtx,y ce qui donnera <p(^-f-tf) & (px. Sait y par exémr • 
pie, Bx^-^j4x=i(p{x — fl);on aura 5;v*s=:j5^^— , 
aBair^Baa} Ax=iAx, — Aay & (p(;r4-^) fera=4 
B{X'\'aY-^{A-^2Ba){x'^a)'^Baa — Aaj donc 
tfx=Bx^^(A'^2Ba)x^Baa'^Aa. 

7. D'où il eft aifé de voir que pouf trouver une fonc- 
tion (px telle que (p(^-4-tf)=-X' où AXy il fuffit de 
fubftituer x — a au lieu de x dans A x. En effet (p (^-Ha) 
s=<p:5;^«= A(^ — a); donc ^x=iA(x — a). Mais (i 
on vbuloit employer la méthode des ferles , on trou-» 

veroit , en nommant $ ^ > ?.> l'équation z^ - V^ -H 
-îl^li- -!-&.= JT; ficparconféquent, P, Ç, &c. étant 
des confiantes indéterminées, -^H--^ H- -^^ 

2c ainfi de fuite ; donc ajoutant toutes ces équations ^ 
2c égalant à zéro les coëfficiens de dx,,d*x.t &c. oni 

aura t"^^ uœ feiie infinie de cette forme X-^ 'f^ -rh 
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^ ^J^ ^ &c. réfultat beaucoup mpîns fîmple & moins 

dire£t que celui qu on a trouvé par Tautre méthode* 
8, Il efi vrai que la ferie qu'on vient dlndîquer^ fe 

trouvera =X 3^+ -;;j3;;^ 77^1^ > &Ç-. 

»=5A ( jr — a) comme elle le doit être en effet. Mais outre 
que la première méthode eft beaucoup plus Ample 6c 
plus direde y comme nous venons de le dire , une preuve, 
convaincante que la méthode des feries neû pas là vraie ^ 
c eft que fi on propofoit de trouver la fon£don <^x ^ 
telle que <p(;r4-a)— <p;(f fût =0^ on auroit 

•^i* + -I7ÏT- •+■ «c. = o- 

-S|ill-+&c. = o. 
& en faifant évanouir les coëfficiens de^j?*:;^^ di^^y &^- 
par la méthode de Tarticle 7 ^ on trouveroit jj - u^ o ou 

:t == à une confiante ; ce qui ne donne qu'une folution 
très-limitée. On voit fuÔifamment par cet exemple & 
par les précédens y inconvénient qu'il peut y avoir pouc 
la généralité dç la folution des problêmes dont il s'agît ,| 
ù on employé la méthode des feries. 

' IIL Démonftranon anafydque du principe de la ^ 
force d^nertie. 

\u J« crois ayoii trouvé moyen de déoioiuzer^ par un. 
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fimple o^cul analytique , qu UQ corps mis une fois en 
mouvement par quelque caufe que ce foic^ continuera 
à le mouvoir de lui-même uniformément. La, démonf- 
tration qu'en ] en ai trouvée ^ m'^ paru afTez finguKere 
pO!it être ibumifè au ^gement des Mathématiciens. 

a. Sokx le temps écoulé depuis le commencement du 
mouvement,^ Fefpacc parcotiru pendant ce temps, 
a le rapport à& djy ï Jx lorfque jr2=o; il eft Sabord 
à remarquer qupn aura y^=^^{<t^x) ^^{a^ x) étant 
une fonâion de ^ , de x & de confbntes qui feront 
toujours les mêmes, qud que foit dL/ en efftt, puif- 
que (Ayp.) le mouvement imprimé a« corps poste çn 
lui-même la caufe de fon altération, s*il. dois en avoir 
une y il eft évident que la loi de cette altération doit 
uniquement dépçndre de Tétat où fe crouve le corps, par 
rapport au mouvement, quand ;t=o, & de U diffé- 
rence de cet état à Tétat de repos. Or quand jr=o, 
& que te QOrp» va commencer à St mùvtvd^-^ 'û n y ^ 

»l)fol^mcnt d*âutre donnée quç ^±=5.^ qtii; cfifl^ren-* 

tie <*« deux états j h valeur de-J^ l^oi^i^tte^ Xfs»^o^ 

nexîfte pas encore, el^n^ei^ûei^^qu s^uhoyt du. temp», 
infiniment petit di, après que le corps aulra commen-> 
ce de fe manxojqr ^' ic il/e^ ÀÀlccid qi<ii. cctCft v^ivt f 
ainfi que tout le refl&, dok> tmiquct^ent dépendre de la 
valeur de ^, pulfque cette valeur de a doit évidemment 
jtnfermcx feide en clle-mémê tôtet^cé-qui doit caufer 
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Faltération du mouytoiént ^ dès qu une\&is il^ com-^ 
mencé. Pour rendre , s*U eft poffible , la chofe encore 
plus claire, on remarquera, i^ tjue Tëquadoii qui doit 
avoir lieu entre les jk & ;i: peut être reprëfentée par uniç 
courbe ; 2^. que la feule chofè qui exifte de cette cour- 
be lorfqteê jc^ss o, ëil la dire^ion dé fa première tan* 
gênte , c ell-4-dire le rapport de d^ z Jx ; 3®, que par 
conféquent c eft de ce raj^rt leul que <lQÎt dépendre 
la nature de la courte, car c*eft à ce rapport feij que 
k courbe doit foh cxiftwice^ attendu qufe fi ce rapport 
nexifioît pas i ii ny âurok pas de mduveinent , ni par 
, conféquent d'équation entre les Jk & les ;i: , ni par con-» 
féquent de courbe qui repréfentât cette équation» 

3, Soit doncj>^=^(à,*), à étant lé rapport ini- 
tial de ^ à i/;r; fie foit maintenant j^'^y lefpace 
parcouru durant le temps x-ir:ci on aura par la même 

^+J^+J!£f +.il£l?j., &c & par «>tJ2- 

^ dx atf«» z.^.dx^ ^ ^ 

4^e y=s^{a,^),y*doit être égale , par fe même làifon j à' 
<p (^, î:). Donc 9 (-^>^) do« ^e ^à-^ H- 
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doit être de cette forme dans iès deux premiers ternes 

-^ -i- î* <P' (-^) > <P' (-^) exprimant une fonc- 
don inconnue de—.—, qui ne doit renfermer d'autre 
confiante que a. Donc on a\ifa -5^ = 2(p' (—^7-) 

ou plus rimplcmcnt -j^^—'^'Q-^^ 

t=a lorfque ;!r=p, foît en général —^sss^fz -f- *^ * 
étant une quantité qui doit être nulle lorfque ^ =» b î on 
aura donc Téquation ,* = $(a4-* ) ; d'où A(^4-a) 

-i-^a=rî»>&a-4-a=r(;F-HA<z)3 ou Aa=r(Aa-+-;t) 

•f— a; r(Aa) étant =a , puifque jc=s=o Jonne 4 = 0* 

§oit doRc ^a=^9i, enfpi:te quon ait Ta =? a, on aura 

, > u* V *n . xdvz . «* rf* Ta ^ 
^4.ft = r(a-t-?f)=ra+— ^^p-l -^^^rp^,&c; 

==^-f-D (a^;r) à caufç de ra=tf ; dofac^ ou ax^^, 

^, Noi«5 allons préfentemeiit faire voir que cette va-* 

leur dej/ = S(a-+-;v) — Ziy remplit les conditions 

dtf problênje. En efifet ,-çn mettant dans cette fojmulç 

sç-^:^ pour^^ on aùrs^, à çaufç de^= S(aHr;v) 

— i S i^ , jy-^y = S (a -j- ^ -j- :^ ) — g a ; & par con- 

féquent j/ qÙ >H*JK'rr- J^ 7= S [ A^-hAr-t-^l—^ 

S ( AaH-^) ; or nommant m' le rapport de /j/ ày^r lor(^ 

que ^s=oj on d0itavoir^/=*=g(Am'i+îl)*^3 (^^^04 

de 
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ide plus /»'«=»«-+•<» =i(art. 30 T{^a^x) ; donc cette 
valeur de y fera , comme elle le doit être^ identique à 
]a précédente 5 fi on a £irn=Aa^Xy en fuppofant^ 
comme on la va ^ que T (Aa)=a ; or e*eft ce qui a tieu en 
effet : car puifque T{Aa) eft égal & identique à a, donc 
en ôtant le r ^ on aura Aa^^Tla; 8c par conféquent 
la fon£lion n eft la même que la fonâion A ; donc puif- 
gue /n'=Br(Aa-i-;p)> on.aura de.même A«-l-x«=s 
n/n'= A/n'î donc^ ôçcDonc les deui valeurs de^y 
s*accordent entr*elles. 

y.Puifque ><=ajr-f-yk J;ifs=g(aHh*)-i-Ba^ fie 
que yafl^jr doit être =o quand >=;o^ donc B(a-4-^) 

»i«»Sà doit être tel qu'en fàifant ;rs=o, -^^^ devien-i 

ne sastf. Donc — , ^ s=>a} il fera donc.plus commode 

de mettre la valeiu: de^ fous cette forme B(a«4-;r)— i 
g(a)oaiS(Aa-H^) — S(Aa). 

tf. Par conféquent à caufe de - ■ ssaa;yj; la, va-? 

leur-de> fera de cette fonas y = «*-+--«* n'a rh;*^ ««Ka ^ 
&c. Soit ^ par exemple, Aa=s=Xtf'',Sa=a5a'»,JB &JC 
^çaût des confiantes quelconqpies qui doivent ^tre indé-4 
pendantes ;d« <z,.:&'|>ar .conféquent toujours jea mêmes j; 
guel que foitaj on jaiu^a ;j'=iî(JCa' -+-*)"'. — J5fJC'»4f'"» 

j ; V ..y .. a . ... 
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ft^aùee ctnne doit èae dtsax, on aiiia £miC"""iae: i^ 
pm>^faA I. Donc /*«= i -f- '^ flc Jîs 



p 
' % JDbfïC fi Pincîéterminéfe /> eft = ^ ^ k étant uâ 

nombre entier pofitîfyja valeur âe^ feiavexprimée par une 
çiuandté ionc le dernier terme necoadendra pas a ^ puîf*, 

que /itsxB 1 -f*-^ étaht dovs^ iia ûornbi» entier pofuâf ji 

fc d'etmiîj' tehne dfe ^ (X a? -f- * )* doit être iî **. 

5. De-là on voit d'abord que^ ne fauroit être = ï 
Wie.qiiànm^^é cette- forme Bx;td*+;r)»— if Jt'-tf''", 
tn étant uri' nombre entier pofîtif^ ôc l'es quantités, fi, 
JC.> étant ]^>gorée8 .^nies Fune & Fautoe : car akBS~>^ 
contiendra im terme de cette forme J?*", lequel ne ren- 
ftnneniLpoittCiÀ)'^ donc ce terme fera toiqouts le- même 
quel que foie a^ &. par coniHquenc auifi lorfi]ue «=s o^ 
d'où il s'énfuivroit qu'ua corps en e^$. tendroit % fe 
mouvoir £c fe meisvf oit. réellement ^ de manière que^, 
Ibfolt ±=;9x"» œ^qui eft'abfurdè. Dbnc là valeur de 
jK««fi^(*«'*f<r Y"^ * JC"* f« doitfc rédinreà' wot, 
■ 9; Os peurencore confidérer quele ttorps^ ib mdut 
\hf* ) ^>^ premier inftanc avec h vieeâè « ^ eft dans 
le même cas que Vii fe mouvok àrlar&is avec la ^ 

tefle'— . & avec là vîtefle-^-; &'què dans ce cas fl 

• »',.-•-.."•""••■*..■■ ■ ^ , 

décriroit^ en'veirtu de k première de ces vîtéJTeis^ ua 

^pace:%aî'^ ^ai è»empïe,^5— ^».,. &c.^j5**,CC. 
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%ii vertu de la féconde un efpacc«=-^^,.,.*+*lfj«^ 
'donc en vertu des deux vîteffes , c'eft-à-dîre de la vî- 
^efle a^ il décrirott FeTpàce ^^.•••-+-afi^; or en 
vertu de cette vîteffe a , il décrit par Thypotihèfe Tef- 

V2ict ax .'^B^i donc on aura 2Bx^i=fi^; 

J^onc ^ = 0. 

10. Donc fi on fuppofejK««l'(*f«'+*)"^— ^"^^ 
m étant un nombre entier pofidf j cette équaâon ie x6- 
duira à Téquation^ = a;r ;ii fuCBt pour cela que le coëffir- 
dent K foit tel qjie BmKr"^^a^'^^^^=9^a^ & les autres 
nuls y ce qui donne K infinie ; 6c cette équation^B=s a;r^ 
left celle du mouvement uniforme* 

I !• Si m eft un nombre négatif ^ ouune firaâion , il cft 
.aifé de voir que Teiqpofant de la quantité a. dans le dé«^ 
veloppement delà piiiflance deviendra enfin jxégadf; dé 
fone que fi on fuppofe a= Op B rfétant pas =5=^0^ quel- 
qu'un des coëfficiens de x^ x^yX^y &:c« feroit infini ^^ 
ce qui eft encore abfurde^ donc en fiippofant m Xié^ 
td ou fraâiônnaire^ B doit être encore sso* Par cour 
féquent m ne fauroîtêtre négadf ni fraâionnaire. 

1 2. En général fi on fait ^ »; S (a-4-;r ) — g a, a étant 
es Aa^ ^ ~"7 — ^^^ ^^^» *^ ^ clair qu'en Êdfant a 
BMO,>' dokitré s=o^ aihfî que-~iquel ^c foit 
*• ^' -^^T( â i^jir) &. X ( A a) ^mui ;cPoii il dl 
lofé de cobdurc qu'on aura «n générai-.-^ a ^; en 
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effet ^ loçfque as=o, A a fera égale ou à zéro, ou a 
une confiante tout-à-fait indépendante de ai donc \oiQ-. 

que aassQ , féquatioii générale ne pourrolt être que -^^ 

^=T {€ + x) ^c étant une confiante tout-à-faît indé-r 
^pendante de^^ Se oh auroit pour lors j^=S (cH-;c)— * 

^ tf ; or ces valeurs de j^ & de -^^ doivent fe réduire 

à zéro; donc Scr=o, & rc=o;donc aufli T{c'^x) 
s= o ; donc c ==0 ; donc lorfqu'on fait a =0 y T{Aa'^;c) 
•doit fe réduire à zéro "quel, que. foif jr ; donc puîfque 
T ( A a )-=^ ayT(Aa'+'x) doit en général fe réduire ^ 

quel que foie x^ à r(Aa)=a. Donc -^ssa; donc 

^ =r^ ;if. Donc en général un corps mis en mouvement 
j>ar une caufe quelconque y éC abandonné enfuite à hu^^ 
même y continuera de Je mouvoir uniformément. 

15. Quoique Féquâtion du mouvement Jun. corps 
abandonné à » lui - même fe réduife toujours à cette 
"dernière formule^, par la raifon'que a = o doit ren- 
dre y '=^0y cependant iï n eft pas inutile de remarquer en 

'général^ que (i oni/ait -j^ ^=ni y on a ( art. 3. ) dnl s=a 

irA V» ^ ' 9èim d^ ni d^y \ , % 
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en prenant toujours la différence de la fon£lion de m 
dans le terme qui précède^ 6c multipliant par «• Cette 
Toi paroît aflez fimple 6c aflez finguliere pour mériter 
d*être obfervée^ quoiqu'elle ne puifle être d ufage dans 
réquation^ = û;r^ qui s'arrête au premier terme. 

14, Il eft bon de prévenir une obje£lion qu on pour- 
roit faire ^ à la rigueur , contre la théorie précédente* 
Nous avons obfervé ailleurs {a) qu'il y a quelquefois de 
l'inconvénient à repréfenter une quantité quelconque 

ifia + x) par ipa^xJ^pa^ ^^^^ ^ ..3^1 "^ 

ôcc. Mais cet inconvénient *n a pas lieu ici ; car on peut 
toujours évidemment fuppofer ç(a-|-;if)=^a-4-^^ça-+- 

^ , ^^ -h 6cc. lorfque a eft une quantité finie 6c réel- 
le y 6c que x peut être auffi petite qu'on voudra. Or 
c'eft ce qui a lieu dans la queftion dont il s'agit ici« 
Ainfi nos démonftrations fubfifient dans toute leur force. 

IV. Sur une méthode pour trouver la hauteur méridienne 

du Soleil (^)- 

I. Cette méthode, expofée dans l'édition donnée par 
I^I. l'Abbé de la Caille , du Traité de Navigation de M. 
Bouguer y pag. 205 ôc fuiv. fuppofe qu'à la diftance d'une 

(«) Voyez ci-deflTus, page 191; 

(6) Cet écrie a été lu i FAcadémie des Sdtnccs, le & Septembie 17^7; 
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heure 6c lo à 12^ du méridien^ êc au-déflbus^ les dif<- 
jTérences des diftançes du foleil au zénith à la dfftance 
méridienne, font à peu près comme les quarrés des an- 
gles horaires. Les objeâions qu'on a faites contre cette 
méthode y ont occafîonné lexamen fuivant , que f ai cru 
devoir communiquer aux Géomètres > à caufe de Tuiàge 
dont il peut être. 

a. Soie le complément de la déclinaifon du foleil; 
que je fuppofe boréale. . • • . • d 

Le complément de la latitude , que je fuppofe auflî 
boréale • • C 

Le fînus verfe de Fangle horaire depuis le temps du 
pafFage au méridien m 

Il eft aifé de faire voir que le cofinus de la diftance 
du foleil au zénith fera égal à cof. («•—£) — « (in. «tK 
fin. C. 

Donc fi on fuppofe la diftance au zénith =* — C-+^; 
on aura cof. (« — G-t-<r) =»cof. (a — C) — « fin. « fin. Cj 
ott, à très-peu près cof.(« — C) — ^ fm. (« — C) — ^ 

J^ — ' a=5 cof. ( c( —« C) — » fin* €t fin» €i donc on 

/ • % % « m fin. et un* C 

aura cette equâuon a très-peu près (r^=— ç _g - — 

sfin f ~gi' ' ^^ ^^ nomme f langle ho- 
raire y on aura à très-peu près ^ 8=-^— — — 5 j donc 

en ne négligeant que rlei qiaodtés de lordjce de /^^ 
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ç^ fin» « fin. C f ^ / fin. a fin. C 

on axiia tr »= ■ y*^ ^ ?t"*~ ^ ^ t ^: rf^ ' v ' ' — 7??" •»• 

2fin.(cf— b) 1.4 \ jlm.(flt-«C) 

fin><t*fift>g*cûf.(it — C) % _, e*fin^<^fin.C e^fiB.<t,fin.C; 
[fin. (« — €)]» -/ a fin, (A— C) a.4fin..(C-«> 

•x(7-Kfui.« fin, Gcot. ( A ^— S) ). 

5^ Soit aa:a<4-^a^ a étant le complément de k 
déclinaifon du fokil à l'inâant de midi y & da le mou- 
vement du ibleil vers le pôle aufiral en déclinaifony 
d^wuâ Tioftant de midi ^fipià celui de lobiervacion ; 
ea aura la diâance méridienne du feleii au zénidi { que 
j'appelle J^ ).»« — €, donc a=w4p-+-C, ai fL=^I^'-^ 
Q^da\à(mc «—€•+• as» à très-peu près f'^da-+» 

2fin.(cr-f-^A) a.4fim«r V I "Tl 

fin.(J^H-g)fin.gcot.^)^/-W.H> ^^'"l^crr"'" 

4-il!iii^Ccof.(J^^C)^-cot.J»fm.<Xs.C)]-- 
^ ifm. «r 

e* fit.. (/-HT) ^ ^^ C ( f + fin. (J^Hr C) fin. G cot. J> ) ; 

OU à oHife de cof. (*•+•€) — cot. / fin. ( j^-f- C) s=5 

eof. ( J> -hg ) fin. J^— cofin. / fla. ( J^>-h C) _ — fa. C _^„ 

fin. / fa-*'' ^ 

^ , ç»fin.(J'-4-C)fiii.C . 

j^Js^^_ e-fin.(/H-gKm.5 ^ ^^^^j>^g 
»fifki^> ».4,fiii..>» ^* 

fin. C cot. <>^ ) 

4. Soit fuppofé da^ù-, la métliode dont U s'agit 
lîippofe que dsms l'évahiadon dlB ia diftaaoe ftu zénith ^on 
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néglige le terme \ ^.^Hn.j^ x(}H-fm.(/4-C) 

ycfm. Ccot. J^) c eft-à-dire , ( en appellant m le rapport de 

langle / au rayon) S7 i? ^i xm^^ T::^fyi:7 

x (f -f-fin. ( /•+•€) fin. G cot.<r ). Or comme langle / peut 
^tre de I y à 20^ dans k méthode propofée ^ & que fin. j^ 
peut être fouvent beaucoup plus petit que l'unité , il eil 
aifé de voir que la méthode dont il s agît peut produire 
des erreurs afiez confidérables^ ceil-à-dire de plufieiurs 
minutes. Âufii M. Bouguer ^ pag. 27$ y art. p8 de fon 
Traité, femble réprouver cette méthode; & cet article 
^8 qpi fe trouve à l'article y 57 de la nouvelle édition, 
paroît détruire la méthode dont il s'agît, & qui eft expo--, 
^lée dans les articles préçédens du même Ouvrage. 

y. On voit aufii que les différences des hauteurs ob« 
fervées & de la hauteur méridienne peuvent être très-fen. 
fibles i car foit, par exemple, ^ass j j®, Css^y®^ j\=^y<>^ 

ç»fin.(J^-hC)fm.e o • ij* 

on aura — r— 7 «= ly^ x — ^ ,0 , — :rr == 

à peu près -*2_ [-y x ( i -4-^)] = 2^ à peu près. On ver-. 

ra plus l)as ce qui réfulte de cette remarque. 
• 6% Nous avons fuppofé da^=o ^ parce jque le chan-»» 
gement de décOnaifon durant une heure eft très-petit, 
ïur-tout devant être multiplié, par là quantité f|:a^ipa- 
naire affez petite f *. Soit D la diftance du folçil au pw* 
mier point ^jirieSy làr le finus de J'obliquité d^ Téçlip- 
jÇique y on fait qw fm, -0 ; coC * ; : t , Mi d pu l'on tite 

^Z>côf.Z)V— 
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c/D cof. D : — daxdn. a:: i :ju; ou déi=^-^ ^ r j^-Jc^ '*> 

^infi on pourra ^ fi loa veut , tenir ^compte àt da^ 

7. Pour apprécier avec toute lexaÊlîcude poflible la 
méthode propofée, foit A le coefficient de f*, Jî celui 
de/*^ / la plus petite des diftances obfervées^ Tângle 
horaire étant =^a' , /' la diftance moyenne y langle hor 
xaire étant a -H^> enfin /" la diftance la plus grande; 
Tanglç horaire étant a'-^tix (je fuppofe ici pour plus 
de fimpllcité ^ que Ion obfèrve à des intervalles de temps 
égaux ) I on aura 

i^'[^j<r^A[d'^^xY^B{a!^zxY: 
Cela pofé, voici le procédé de la méthode; 

8. Prenez la différence entre y ,& if' qui fera À{2a'x-{^^ 
^xx)-\-B{a'^2x)^ — -&(â' + ;r)4i jappelle cette' 
diiFérfençe premier 'txcès^ j- / " : '. .7, 

. Prenezide même.l2^\difFétei)ce enàe j^^'[ ôc.j^'.qui.ftittr 
A{^a! X'^^xx)'^B{d^a. ;r>—:ffa^'4|& qu'on ap-î> 
pélleiz /èivnd excès. ... '> ^ . ' ■ 

.Pu quadniple du prmier excès, ôte? le ficond excès 
poiu: avoir im premier rejle y qui fera après les réduûions ; 
^Ax (a' Hr ? ^ ) H- ^À 8 ^\ ^1»" 48 d> x'^y^i iod x\ -*- 

^De Qt premier refUjbt&%,ç>rxcQt^ Infécond: excès pour 

ayoir. xffijfecondreJUy qui/era de même après, les iéduc«3, 

tions4^-/i^^4-^C24<z'*4V^4-48'aaerHra.8^), ^ 
'Oplfc.Math:Tom.jr.S ' . ^^*Za ' 
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l^bàtk» h quarré du çr^mieir reâe pat le quadiuple éi 
fecottàj & vous aurez , en négligeant les fixiémes 
puiffences (fc tf'êt-dc x,tkh9 termes éqorraïens, h 

^;|r^]g|qs::( en iie< caïUbnaiio dans I4 cakfd^qM la» puS* 

< &8tianc60fl dfe'fe vdeur de- J^'- cette dernière qtrtiK 
tité, & vous aurez ^ -f- ^(a'-ha *) x (3-tf''3-htf«'»•*-H• 
3a';c») ou f~hsBa'ia''h2x)(af-¥-xyi'Xn&XteSP' 
férence de cette quantité: avec J^ ( 6c par conféquenc- 
Terreur) eft é^A&^k sBa^i;a'-9'ix)Xa^'^x)' ,aaen- 
ftiettant pater jj: !&• valeur, i af{ d-^ Tx)iai'-^x Y -K 

- ^^-tt^/^^ >^(.i-^lfirv..C<ft-f-Qfin.CcoaU 

p. Au moyen de cette formule-, îl^fera aifé auK obier»*^ 
Wtnus'âe eoiniôîtr» te dégi^é-d^'piéèiiloft'dè 1» méthode 
dont! ib 1^ ) ee^égréCdb préci^ dé^tendia de» qitin^ 
tités d,Xy & des angles G & J^. On-voit-quc^pkwV. 
fuapefit, ^1^ J>- fen-^nd^^ atoin^rëmêuFfittà «oa-: 
fidéiaiWer: : - •'- ^' ■ . ■ > •>■■ • • ■ 

' 1 0% ^ peut temairquér ,' en coiîflrniatron dû cjia^ 
précédent, que fi on fuppofe <»'=o, & qu on' fùiv» 
lé pM)cé*f dfr k fflédiiadb préîcrite, la quantrtéà retran- 
dicr dé îàr dHfcmce la plus grande > fè trouvera^ par un 
calcul fort ifatplé-, égaie 1 ^AXx^_ i6Mx^,0t & dif-: 
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tance la pM ^raodt, dactyle je^^so^isSi i''^^^»^^ 
\\6 Bx^; donc , en retranchant , ùmVQtU- oiétbode^efV 
crite, la quantité ci-iki2li$, la iiftuiceau «i^nish fe-£sou« 
ireai ss ^ oonuaie die idâît lâtie, 

II. 0.n v«k donc, i^>qiiefila p^lus peâte didimoi- 
au z^aith «ft i'uœ ^es 'diftanoes ob&ivées^ h i»é(àpdt 
ièra exaâcj ou du mok» aufli exaâe qu-on jpçuc le 
idélirer. - 

jit^.Que & J-^ye^oiQ , c'«lft^<4»e fi Ja xdiftaaoe «cer- 
médiaice ob£^ée «ft la diftanoe-iaêtneau zénith , la mé-t 
thode lèra encore epsaSe. 

5°. Que fi af-*'2x^o^ x:*eft-à»dirB, fi la éiftance au 
zénith eft la dernière diftance obfervée , la méthode fera 
encore exaâe. 

^. X^ipta C0iifôquent û ¥vxat -écs nh&it^iAûm St 'êSa 
fucès 'du JZéuaiA , la mtédjbodje pompra «ncorft ;étre-i|tile^^ 
4c «^Vutaiic flttf ^val^ iyn» h ^ffHmkii éa^niik ékn 
plu« grande. 

5^ Que comme dans Terreur commiTe o'-f-tcfetoouve 
élevée «u <}uarfé j «a lieu ^ué^ Ac i^-^ax ne leienc 
^;, ,il j^t &ice jûoipxte , autant qu'H eft {>olClt!e ^ que 
ice.foit l'oKervation du milieii qui foit le jAus près du 
^hith queSdre fe pourra ; parce (|ue feireur en (devien4iÀ 
VTautànt moindre. 

>. i-2.Si4esii«eiivalksé«Djent2n^«i|X^dM0KlI£uidroS(: 
mettre V-f*;!? -ht au lieu de a'-^tix dansjki^^leucide 
i^"; fie faire ^ pour plus de fimplidcé j, ^4*^saE|f ^ cç 

mû donnera ^ 

2zi| 
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15. Cela pofé ^ le procédé détaillé dans le Livre dont 
il eîft quefiion (a) pour le cas où les temps entre le^ 
obfervations font inégaux ^ donnera pour premier refit 

H- — ^xC(» — *)♦ — («4-t)*î & ^\xi fécond refU 
— } & en dîvifant le quarré du premier refte 



par le quadruplé du fécond , on aura, après les réducr 
rions, ^(«+t)».+-^i^^xC(a+On**-*-^-- 

ocuy — »ic(«'--*)^"*-«*(*"+"t) (« — *)]> ou (en 
jnettanc pour u fa valeur «'«+•.*-) ^i «' + * + ?.)*•+; 

l a'« -h ^'^ {.a' 4- * )♦ ] ; c'eft pourquoi l'erreur fera 

(«'•+'*)*] = (en remettant pour a' fa valeur » — x, 
«c réduiftnt y 3 -5( tt4-t)tt (««■-- «:tf + --^^^^=^^^4!: 



)• 



- \ -3 • 
(a) Voyez pgc 107 de FOuyiagc dté. 
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i4« Donc lorfque ^==;c^ Terreur eftëgaleà 3 fi'(a'-f* 
^x) {a' ^xY en mettant poxir u fa valeur a^x; ce 
qui s accorde avec les calculs ci-deflus. 

I j. L erreur eft donc en général 3 Bu(u'^:i) Ku^^x) 
{^^Hh ^~* )j> Donc elle fera nulle; l^ fi ^=0 oua'-H 
x=^o. 2^. Si u^x. ou ^'•+-;c-4-;(,=xo; 3^Sitf — x 
ou a' = oî 4^Si g+ ^""^- ou 3a'-4*2;r-+-:5^=o; 

ceft-à-dire fi a'-4- a +«+?.= o* 

16. De-là il eft aifé de voir dans quelles circonftances 
on pourra employer la méthode il s'agît. On pourroît,' 
d*après nos formules, conftruîre aifément des tables qui fe* 
roient connoître les cas où elle n eft pas dangereufe. Nous 
ajouterons qu il n eft pas néceflaire de faire les intervalles 
entre les obfervatîons de 30% ôc qu*on peut les faire 
l)eaucoup petits, puîfque (art. y)^=si;^ peut donner 
une différence d environ 2^. Or plus on pourra fe permets 
trc de diminuer les intervalles encre les obfervations ^ 
moins. Terreur fera confidérable ^ toutes chofes d'ailleurs 
égales. 

V. CorreSion pour un endroit des Recherches Jur dif- 
férons points importans du fyftême du Monde , tome 
fécond. 

I. Dans le fécond volimie de mes Recherches fur le 
fyftême du Monde y page 254 ^ à la fin , j*ai fuppofé qu on 
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avoît pour la lHne-^«-^; ce qui ndk pas exaS; 

puifque cette vakmr eft le lappoct du xayon de la tecie 
à / j fie lion dtf ra^on de la lune ; pow corriger cette 

eneur, il faut faire-^»-^ environa^arceque le 

diamètre de la lime eft à peu près 30', & le demi-dia- 

metre« i;*; ce qui donnera -f.<-y^l;^«^î 

ôc dans l'hypothèfe de la lune homogène -^ «= 7^*. îi" 
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a. Pour la terre ; comme la parallaxe du CcÀàl eft ^cTen- 
^moa va" paries demioies oUènwtions, on a-^ »« 

^1^} >4)r oomnudit •^h inteiZe de cotation diurne de 
5/ 
terre, &yfi vîteffe dans ftm oitîse, «la 4 :/" 3^^r:ri 

Pon6en%»pofantla.terreii<»nogène4<> — 5=3^^ x -rjr 

SBs i peu près •»— — = environ ■; 

V r 5.57 ,^» 

(T/a du viiiigt^imùémt Mimdn^ 




VINGT-NEUV"* MÉMOIRE. 



R^exionsjur ttt Théorie de ta Lune y éC en générât ^ 
fur- le pro^ttme des trois corps {a}. 

X^'AcA^]éM(B ayiajoe ftropofë^ pour le ftiîee du Prix 
quelU doit donne^^ à Pâqiws I7jtf8'^ db pctfeâionner les 
méthodes poui la Théogris d« la hinofy }û cru devoir lui 
expofer> avant l'ouvemve du. concours^ les réflexions 
guftf ai faîtes fur <» fujeCi 

hLz prenûeve quefiio» qui fe préfente ^ ^ de fâvoir 
quelle efti» foraie la pki^ avantageux quott puiriie don-» 
XMt à. rëquation de f orbke i (kvotr ^ ou de confîdérer 
Taibite réelle que h. lune; dlécrit^^ ou de cenfidérer Tor-» 
kifie pto^diée fur h plStn de l'ëcliptique^ Ceux qui ont 
ttaifeé là théorie de la tune^ Refont partagés entre f!une 
6t Vautre de ces méthodes. 

La première par oît avoir de Favantage, non-feulement 
parce que Torbite réette de la lune donne fon vrai lieu dans 

(a) Ce.-1/Umoùc ii M M i rAcadémie, le ip Andt 1767% 



r 
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Je Ciel^ ce qui eft 1 objet des Aftronomes , maïs encore 
parce que lexpreffion de la force principale ^ de celle 
de la terre iur la lune, étant exaflement dans Torbite 
réelle en raifon inverfe du quarré du rayon vefleur, y 
eft beaucoup plus fimple que dans l'orbite projettée, 
où elle ne fuit pas exaâement cette raifon , mais un 
rapport plus compliqué qui dépend de Imclinaifon fie 
du nœud. D ailUtirs Féquat^on difFérentiçllç entre les 
Tayons vedteurs & les petits arcs décrits à chaque ins- 
tant , eft abfolument la même y ( les forces étant d'ail- 
leurs fuppofées égales ) foit dans une orbiœ à double 
courbure^ foit danç une orbite plane : ce qui navoit 
été y ce me femble, remarqué par aucun de ceux qui 
pht travaillé à la théorie dç là lune y & doit apporter 
des facilités dans le calcul de Torbite réelle. Mais mal- 
gré ces difFérens avantages, il fe préfente dans le cal- 
cul, de. lorbite réelle, deux confidérations effentielles 
qui rendent ce calcul affez compliqué y & auxquelles il 
me pïir<^t qjie ççuK qui Ont envifagé le calcul fous ce 
point de. vue , nont pas fait affeas d'attention. ^ 

. La première :eft que l'orbite réelle de la lune Ji*étant 
pas plane , la /omnae des angles infiniment petits dé^^ 
çrits ^ hi lune pendant. 1§ temps ty neft pas égale à 
^angle compris, çnw.lç rayon veiâeùr où la luneie troœ 
ve au bout de ce temps, &. le rayon priraorHialioii èllô 
s'eft trouvée au premier inftant, comme parqiflTent l'avoir 
^upjpofé les géomètres dont je. viens de parler j enf^çtft 
que il on nomme (/v J'angle d^cri;; p^ M We R^dj^P^ 
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le temps diy h diftance de la lune au lieu initial du 
nœud ne fera pas=v. Cette première confidération, 
quoique très-fimple, eft d'autant, plus eflfentielle^ que 
fans elle on évalue faulTement la diilance réelle de la 
lune au nœud. 

i« La féconde confîdératîon eft que le plan dans lequel la 
terré , le foleil & la lune fe trouvent ^ changeant fans 
ce0e de podtion y le calcul des forces perturbatrices 
devient bien plus compliqué & renferme bien plus de 
termes dans Torbite réelle décrite par la lune y que 
dans l'orbite pro)ettée; & il faut de plus remarquer que 
ce calcul ne feroit pas exa£t fi on y faifoit entrer pour 
la valeur de l'angle d'élongation de la lune au foleil , 
la différence entre l'angle v 6c l'angle :(^ que le foleil 
eft fuppofé avoir décrit dans le même temps ; nouvelle 
méprife dans laquelle font tombés les Géomètres dont 
je parle: l'angle qu'il faut faire entrer dans les formules 
des forces perturbatrices eft, non pas v — ^9 ^^^^ ^— 
q^ -+- ^ — y^^s cof. f , ^ marquant le mouvement du nœud 
pendant le temps ty & / rinclinaifon variable de l'orbite. 

Ce n'eft pas tout : le mouvement des nœuds de Tor* 
bite de la lune y qui rend cette orbite à double cour- 
bure , fait que le véritable mouvement moyen de cette 
planète dans, (on orbite réelle y n eft pas le même que 
fon mouvement moyen dans fon orbite projettée , qui 
eft celui que les Aftronomes obfervent & connoiflent* 
Le premier de ces mouvemens eft au fécond à très-peu 
l»:ès comme i + )i %{/ eft à i ,. )i étant le mouyem«n|; 

Opufc. Matku Tom. IF\ Aaa 
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moyen des nœuds, que je fuppofe rétrograde, & 4^ fe 
finus verfe de Tinclinaifon moyenne. C eft encore une 
remarque très-eflfentîelle , qui paroît avoir échappé à 
eeux qui ontK calculé l'orbite réélit de la lune ; mais il 
arrive , par un heureux hafard , que cette féconde mé* 
prife compenfe à peu près ïefStt de k première dan» 
le calcul de Tàngle d'élongation , enforte que le réful» 
tat fe trouve à peu près tel qu-il^ doit être , quand on 
cherché Texpreflion du lieu vrai par le lieu moyen» La 
meniez compenfâcion^ a Ueu pour la^ quantité , qui dans 
^'orbite réelle, donne le mouvement de Tàpogée ^ évalué 
par lîangle v oufdv , & qui n eft pas exadement la mè^ 
Hie que dans Forbîte projettée* 

Quoi quil on fqit, je crois que pour éviter les dîfS^ 
èultés dont Je viens de parler, & en même-temps poue 
avoir une expreffibn plus fimple des forces perturbatri^ 
ces, dont la confidération &révaluation font fî effen-- 
tîelles à ce problémis , il dl beaucoup plus avantageux 
â6 confîdëa^r 1-ôrbite projetfîéê que Ttorbite réelle,, d'au* 
tàxit plu» qu'il eft' facile, par quelque» artifices^ de calf 
cul aîfés à imaginer, de diminuer beaucoup, ou métne 
d6' fëîre d»fpareîâ:e prei^ue entièrement te léger degré 
4ë éompKcs^tion qui réiùhe, dans cette oièite, de rin» 
elinaâfon vaaaM<^ ^ du mouvement de» nceuds» 

Il La- fecqndfe queftion qu'it ftut examiner dans là 
théone de la< Ium eft celle-ci; Téquadon d|ffétentiell« 
entre te layon veâeur 6c le lieu vrast, employée jufqitioi 
pai-ceu» q|ui otoc traité Ji théorie de la' lune^^ aft*elii^ 
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f>lus cammode que ne ferok réquationdiflSérencielle entre 
le rayon vcâeur •& k temps , au ^ ce qui revient au 
même, «ntre ce rayon »& le lieu moyen? Cette der- 
nière a deux avantages; i^ en ce quelleeft plus ïimple 
que la prenfiieFe , comime <!>n peut s'^n afTurer pai: le cal- 
cula 2^. En ce quelle ëonne tout^wi-coup le mou- 
^enaent vtm par le mrouvement moyen, comme il eft 
«éceflaîre pour la conftruaiCto des TaMcs Aftrofiomi- 
ques. Mais d'un autre côté .cette tnameare d'envifager le 
mouvement de la kme a un inconvénient , c'eft que là 
détermination du mouvement de l'apogée y devient plub 
difficUe &: d un calcul plus épineux Ôc plus long ^ que 
dans la /pcesniere manière de confidérer Téquation de 
Torbice ; )ufques4à que même dans xcm «Uipfefimple or^ 
4^aire j décrite par une force réciproquemem propor- 
donneik au -quarré des diftances ^ il feroit difficik de 
faire voir que le mouvement de l'apogée eft nul > li 
<m confidétok l'équation entre ie rayon ^e6leur «Ac le 
iHOiàvement moyen ; au Heu que l'équation centre le t»j^^ 
veâeur & le mouvement vrai £dt voir d'un coup d'oeâl 
cette vérité. 

De-1& il s'enfuit^ i^ qu'il tft plus isommode ^ p}u» 
fimipie de ^x>niidérer l'équation oitse le Ayon veâeur ^ 
le mouvement vr »i 9 au moôbs dans la recherche du mou^ 
vendent de l'^pâtgée. ^y. Que fi -on *^ut Aippofet ie mou^^ 
vement deri^>ogée connu par les obfervations^ comme 
oft le peut dans la théorie de la lone^ il &» pkft f%m^ 
pk alon de conftdéier i'équamn «nps le ^ydtt ^rec* 

Aaaîj 
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teur & te mouvement moyen ; & que par-là on abréger* 
les calculs des autres équations de la luner 

IIL La troifiéme queftion qu on peut propofer fur k 
théorie de la lune , a pour objet la manière la plus fîm- 
pie & la plus exafte tout-à4a-fois d'intégrer l'équation 
de l'orbite. Je crois que la meilleure eft celle qui em- 
ployé fans aucune intégration la méthode des indétermi*^ 
nées; cette méthode , il oft vrai, neft pas direde, mais 
ce défavantage eft bien compenfé par rabbréviation du 
calcul. On peut au refte , fi on le ^ge à propos y em- 
ployer pour cet objet des méthodes direâes, (èmbla- 
blés ou analogues à celles que j ai expofées ailleurs. 

On peut encore fe fervir dune autre méthode, qxiî 
confîfte à prendre fucceffivement les diiFérences fecondc^ 
quatrième , fixiéme , &c. de Téquation différentiellie de 
Torbite, que jefuppofe repréfentée par ddt^N^tii^^ 
Pdi^=^o y & à fubftituer enfuite dans les plus petit» 
termes de ces équations différentielles , au lieu de ddi 
fa valeur — N^td^C — -P^t*^ ^P^^s quoi on fera difpa-^ 
roître, par la comparaifon de ces équations dMFéren- 
tielles , tant entr elles qu avec Téquation de forbite, tous 
les termes dans lefquels t èc dt Ce troiivent élevés à une 
puiffance plus haute que Timité, ou mêlés avec des finus 
6c des cofinus ; par-là on parviendra à une équation de 
cette forme J" /+ Cd"'^ * /i/^* -+-iF^'*-'^/</:c^-4- &c.=a o, 
dont l'intégrale, trouvée par les méthodes connues, don^ 
nera f équation de forbîte» Le rayon y fera exprimé ^ 
comme Ton fait^ par une fuite de termes AcoCKx^^ 
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dont les coëfficîens /C feront lés racines de féquation 
iC"-i-CX"-*Hr-EK"-^-h&c. = oi & les quantités Kx, 
feront les difFérens argumens des équations de Torbitc 
lunaire. 

Cette méthode, dont un Mémoire de M. de la Grange 
m'a fait naître l'idée , a fur-tout lavantage de faire trouver 
d'une manière dirçfte le mouvement de lapogée, & elle 
paroît la plus fîmple qu il eft poffible pour cet objet. Mais 
elle paroît encore moins fimple & plus compliquée de cat 
culs que la méthode des indéterminées propofée ci-deffus; 

Au refte toutes les méthodes quon peut employer^ 
ou du moins qu on a employées jufqu ici pour intégrer 
Téquation de Torbite lunaire , ont im inconvénient : c eft 
de donner le mouvement de Tapogée par une ferie Ci 
peu convergente que le fécond terme eft prefque égal 
au premier; au lieu quil feroit à défirer pour la perfec- 
tion de la méthode d'approximation \ que le premier 
terme de la ferie donnât d'abord à peu près le tnouve* 
ment cherché. Ce n eft pas tout : lorfqu on pouffe la 
ferie au-delà du premier terme y l'équation qui donne le 
mouvement de l'apogée fe trouve être du fécond degré; 
fi on pouffe le calcul plus loin, elle fera du troifîéme> 
du quatrième, &c. & ainfî de fuite à finfîni; d'où il 
paroît d'abord s'cnfiiivre qu'il y a, fî on peut parler ainfî , 
plufieurs points d'apogée dans la lune : ce qui étant con- 
traire aux ôbfervations , pourroît jetter des doutes fur la 
théorie ; ce n'eft qu'en examinant la chofe de plus près , 
qu'on s apperçoit qu'il n'y a réellement qu ime feule des 
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racines de Tëquadan qm donne le vrai mouvement de 
Tapogëe^ âc que les autres racines indiquent ou doivent 
indiquer ks dilFérens argumeas de l'é^^tioin de l'orbite 
lunaire. Aucun de ceux qui ont jûrquici travaillé fur 
le proWême des trois oorps, n avoir, ce nie femble ^ 
encore fait cette remarque, fans iaqu^le néanmoins on 
peut dire que le problème du «mouvement de lapogée 
necoit point céfidlu» 

IV. La quatiîéme difficulté qui le rencontre dans la 
tliécnie -de la June, tombe au: certains termes, qui dans 
reacpreâkm du crayon veâeur ou dans ceUe du temps, 
deviennent beaucoup plus grands parridàtégiadon 4|u'ils 
fie Tétoient dans la différendeUe. 

Ou nombre tles premiers, ceft-à-diie , de oeux qui 
tti^meiiisent beaucoup dans lexpreffion du rayon veâeur ^ 
eSt encr'autres le terme tjui a pour ai^ment la diflance 
de la lune au foleil, plus l'ajiomalie moyenne du ColeiU 
Une fanfie tïuéthode d'intégracion a fait croire à de la* 
irans Géomètres que oes termes devenoieoc très^gtands 
par rjttfiégiatioo , quoiqu'ils demeurent réeHemenc tou* 
jours fort pedts, malgré raugmentatkm cooitdécable que 
Imtégisattoa l^sr donne ; je trouve tpien fii{^pofant la 
pâjaUaxe du ibkii de i</'^ ils doivent ^prodiare «ne équa« 
tiûoi denviron s.^-' y qui peut-être deiîeadra encore plus 
petifie en mettant {^s (k préicifion dans les cakuk , <8c 
en ayant «égard à plufieufs termes (|ue je n y ai point fiât 
çtttmr , fie auxquels il tA pentHêtre néoeffiure de &iœ 
aoBeoéuL i/bM >(|ue cette équadcii ^fiiit ienfibile ou ne 
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le fok pas y il eft eflentîel de ne la pas néglige > & ea 
même-temps poffible d^en axer la valeur. 

Parmi les termes de la féconde efpéce,.c elb-àKÎiie , par- 
mi ceux que rintégradoa' ai^noente beaudShp dans Tex;- 
preflionduœmps^ on doit fur-tout faire une grande at- 
tention à celui qui a pour ai^ment la diikuice de Tapo^ 
géft de la lune- au nœud; ce terme parmt très>'dîiHcHd 
à calculer exaâementà caufe deUpetiteiSe diidénomi-p 
naoeur qœ l'iruégration lui donne ; ks difi^ntes théories 
de la lune^ cxmnues jufquIici^.nes'accocdcBt nullement 
&r fa valeur. Uâttentâon h ces £»rt3es de^ termes devrotc 
encore être plus grande dans kt théorie des Satellites dé 
Jupiter; car ils doivent être d'autant plus grands> toutes 
chofes d'ailleurs égales^ que la révolimon du »SateHi« 
efl: plus prompte par rapport à celle: de k: planète :pmn'« 
cipale» ; 

Un autre inconvénient des .méthodes dfappnDxinnadon 
dont on a fait uiâge )ufqu id dansla théoade de lai UiAe ^ 
c'eâ que phifieurs: équations quion croiœît. d'aboid âvoix 
détemûnéss aiFez exaftemenc par: un calcui oii on fs 
jBatte de navok négligé que des coëffidiens. fore petits> 
deviennent^ en pou&nt lapproximadon plus loin<^ beaui 
coupplus grandes ouplusjpetitesqu-an.ne lesavoîirdaboxd 
tcouvées. Les théories connues ék la lune en. £oiDrn]& 
£bnt plufieurs exeœ^es>; 6c ïh feroit à fouhaiter quêtes 
Géomètres, trouvafient des: méthodes^ pour rendre plus 
convergentes ks ièries:quiexpTiment cesxeraies >, comme 
anflLpoucfaiierenttcx dâis-le coefficient toutes^les partiet 
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qui doivent le compofer^ & qui font fouvent en grand 
nombre ^ parce qu elles dépendent de la combinaifon 
d*un grand nombre de termes. Cet article eft im des 
plus eflentiéi^ pour parvenir à des tables exaâes. 

Je remarquerai à cette occaHon ^ i ^. que dans les tables 
de M. Mayer^ au moins dans celles qui font connues 
& publiques jufqu ici , il y a une équation d environ 2,^" 
quil paroît avoir négligée^ & qui eft proportionnelle 
au finus de quatre fois la diftànce de la lune au foleil ^ 
moins Tanomalie moyenne; ou^ ce qui revient au mê- 
me, dont Targument eft égal à celui de YeveSio/iy plus 
à celui de la variation. 2^. Qu'il paroît aufïi que fon 
équation qui a pour argument la diftànce du foleil au 
nœud, doit être augmentée d'environ i^"i je ne parle 
potnt de quelques autres correâîons , ou peu confidé- 
râbles , ou dont la quantité n eft pas afTez conftatée pour 
que j'en fafTe mention ici. 

V* Les difficultés qui fe préfentent dans la recherche 
du lieu de la lune , font beaucoup moindres dans le 
calcul du mouvement du nœud & de Tinclinaifon , d'où 
dépend la latitude; on peut même, comme M. Mayer 
l'a remarqué le premier , abréger beaucoup le calcul de 
la ladtude par l'analogie qui fe trouve entre les coëffi* 
ciens des équations de l'incUnaifon, & ceux de l'équa* 
don du nœud ; on peut encore , ainfi que l'a pratiqué 
M. de la Grange, parvenir dire£tement à une équatioa 
difiérentielle du fécond ordre , q\u donne immédiate^ 
ment la latitude ^ ikns chercher féparément l'équatioa 

du 
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isL mouvement du noeud & celle de riÀcHnaiTon ; ce^ 
qui rend à la vérité le calcul plus fimple^ mais en même* 
temps plus délicat^ par l'analogie & la reflemblance qui 
le trouve entre l'équation difi^reh^elle qui doit donner 
la latitude & Téquation diÂéreiidelle de lorbîte ; enforte^ 
que les difficultés qw fe rencontrent dans Fîntégradon 
de celle-ci ^ fe retrouvent dans celle4à. Âinfî ces deux 
méthodes y fuivies Tune 6C f autre par d'habiles Mathé*. 
jQadciens^ paroifTent avoir des avantages réciproques y 
la premiae. celle d'un calcul plus facile fie moins épi- 
neux ^ b féconde cdle d'une analyfe plus élégante. Au 
refte il paroîc que les tables de M. Mayer ont befoin 
d'être petfeâionnées quant à la latitude : l'équation que 
j'y ai ajoutée dans le (econd volume de mes Opufcules^ 
a donné pour l'éclipfe du i®' Avril ij6^y une valeur 
plus exaâe de la latitude que les tables de M. Mayer ; fie 
cette valeur a produit dans le calcul de Féclipfe ime cor* 
reâion efïeniielle^ V. Même Ae. 17^4, p. lyo fie 274. 
VL Le dénier objet quon doit fe propofer d'eifa- 
xtiiner dans la. diéctf ie ^ ta lunie y c'eft Féquation fëculaire 
du mouvement moyen y laqueBe efl y fuivant lès obfer- 
vations ^ de 7^ ea un fiécfe > & croît en raifon du quarré 
du temps pétiodique. Je trouve que ft cette équadon fécu- 
laire eà dàe à k gravitation > il y a apparence qu elle 
provient de quelque équation dont Fargumcnt n eft fen- 
fiblc qu'au bout tfim très-grand nombre de révolutions 
dé la lune« En ^t^ foit j? fin. «Z une telle équation y ^ 
^tant le mouvement moyen ^ fie cç un coefficient aès^ 
Opufc. Matfu Tom. IF. B b b 
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petit ; il n eft pas difficile de faire voir que Taltéranoifi 

du mouvement moyen fera — coCci^^;cmar^ 

quant Tangle moyen parcouru par la lune depuis la 
première & plus ancienne obfervation^ & tf.A la valeu£ 
de l'argument aZ au moment de cette première ob* 
fervation. Or il fe trouvera dans Téquation du temps, 
des quantités de cette efpéce B Ho, a Z^ s'il y a dans^ 
la valeur du rayon des quantités qui contiennent cof^^Z^ 
ou des quantités M cof* kZ^Ncoî. XrZ + ctZ^donc 
les argumens diflFerent très-peu les uns des autres. Cette 
manière d expliquer l'équation féculaire par la gravita*, 
tion^ eil^ ce me femble^ la plus Ample quon puifle 
imaginer. Cependant il me paroît plus vraifemblable que* 
Téquation féculaire eft leflFet de la réfîftance que la lune 
éprouve dans la matière éthérée; par la raifon que les 
calculs faits fur cette hypothèfe s'accordent très-biea 
avec les obfervations , & fervent fur-tout à feire voir, 
i^. pourquoi lé mouvement moyen de lia lune eft acc^ 
1ère & non retardé j a^. pourquoi l'accélération y eft- 
fans comparaifon plus fènfible que dans le mouvemenc 
de la terre,. Mais poiu: démontrer pleinement l'effet de 
la réfîftance de l'éther fur le mouvement dé la hme^ 
il eft nécefTaire d'avoir égard dans le calcul à plufieurs 
circonftances auxquelles perfonne n a fait attention juf- 
qu'ici ^ & qui viennent principalement des dérangemens 
que l'aûion de la lune caufe à l'orbite de la terre^ dé- 
rangemens qu il ne faut pas négliger fans connciffance> 
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.de câufê dans le calcul de lefFet caufé par la râiAaiice. 
Je remarquerai à cette occafion ^ fie feulement en pafTant^ 
que la réfiftance éprouvée par la lune ne doit produire 
dans le mouvement des nœuds ^ quune efpéce de libr^ 
don^ 6c quelle doit produire au contraire dans Imdii- 
^naifon de Torbite ime diminution continuelle ^ maïs fi 
|>etite qu elle eft encore infenfible au bout d'un très-grand 
Aombre de fiécle§. 

Tels font les principaux points de la théorie de Ik 
June qui demandent encore les recherches des Géome* 
très ^ ôc fur lefquels je m'étendrai davsmtage dans le volu** 
me fuivant. Il en eft encore un article dont Je n ai point 
fait mention jufqu ici, & qui peut-être mérite aufli leur 
attention. La figure de la tene n eft pas èxaâement fphé- 
rique, non plus que celle de la lune , & il paroît même 
s'enfuivre de la libration de cette planète, que fon équa- 
teur n eft pas circulaire. Or il réfulte de ces deux figures 
non fphériques^ que Taâion de la terre fur la lune neft 
ni exaâement proportionnelle à la raifon inverfe du quar- 
lé de la diftance y ni exaâement dirigée vers le centre 
de la lune y Sa qu elle renferme une petite partie varîa<- 
ble y dépendante de la fituation refpeâive des âxes de 
la lime & de la terre* Il feroit bon d'examiner sll ne 
peut pas réfulter de-là quelque inégalité un peu fenfi- 
ble dans le mouvement de la lune. Il eft vrai que com- 
me on ne connoît pas exaâement le rapport des axes 
de la terre, ni la loi de la denfité de fes couches , 8ç. 
encore moins ce rappon fie cette loi dans la lune , on 

Bbb ij 
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jxt peut déterminer Imégalité dont il s'agit que d'une 
manière hypothétique. Mais fi cette inégalité pouvoir 
être fenfible y peut-être la théorie de la lune fera-t-elle 
iin jour âfTez perfeâionnée pour q^'on puifle connoître 
^ez exaâement ^ psr les obfervations y laitéradon que 
la figure de la terre &: celle de la lune caufent dans les 
jnouvemens de cette dernière planète ; ce qui fourni* 
roit peut-être des lumières fur leur véritable figure, de 
fur la denfité de leurs couches, comme les phénome^ 
«les de la préceffioii Ac de la nutatlon en ont fourni fut 
^e rapport de leurs maflesJ 

Ti» du quoiriéme Tomem, 
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